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摘摘摘 要要要

规范/引力对偶是一个强有力的数学工具，它将强耦合的规范场论与弱耦

合的经典引力体系联系起来。具体说来，场论这边的规范群的颜色数目需要很

大，而引力系统具有负的宇宙学常数。在这篇论文中，我应用规范/引力对偶

这个工具研究了强耦合场论体系的各种现象，主要包括：强耦合的夸克胶子等

离子体、超导与超流、磁场诱导的栅格结构与超导涡旋、全息对偶理论中的平

移对称性破缺等。

本论文中研究的物理体系可作为描述下列物理行为的一些有用的模型，这

主要包括：处于量子临界点附近的超流相，夸克胶子等离子体态(它是在相对

论重离子碰撞中产生的，这种等离子体态对应于量子色动力学的退禁闭相)，

有大磁场存在时的量子色动力学的真空。具体说来，我的研究内容主要分为如

下三个方向。

首先，我研究了如何用全息对偶的方法描述强耦合夸克胶子等离子体的一

些重要性质。为了实现这一目的，我应用非临界的Sakai-Sugoimoto模型作为强

耦合夸克胶子等离子体的一个引力对偶，计算了全息等离子体中夸克物质的流

体动力学性质、重味夸克的扩散以及全息等离子体的内部结构函数。为了进一

步揭示这种全息方法的一些普适属性，我用几个不同的引力对偶模型研究了强

耦合夸克胶子等离子体中自发发射光子的强度问题，这一信号可作为这种等离

子体的重要探针。有趣的是，在这些引力对偶框架下，引入一个磁场分量将会

很自然地实现光子发射谱的各向异性行为。

另外一个研究方向是超导和超流的全息实现。应用渐进的Lifshitz黑洞，我

研究了动力学临界指数z对于全息超导相变的临界温度和凝聚算符的影响。同

时，在对称性破缺的超导相我详细计算了电荷的输运性质。结果表明，动力

学临界指数z非平庸地改变了该相变临界温度、凝聚和交流电导率。另一方面，

在全息超导这个领域以前的研究主要集中于二维或者三维空间的情形，我利用

交叉D膜构建了(1 + 1)维时空中的p波全息超导体。研究发现，源与算符真空期

望值的辨识是不平庸的，而且我们需要一个全新的方案定义相关物理量，这将

直接关系到凝聚与电导率的性质。

在规范/引力对偶的框架下，人们通常假设全息几何在共形边界的空间方
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向上是平移不变的。这种假设的一个重要结果就是，应用这种对偶方法计算

交流电导率的时候总会出现一个尖峰(peak)，即使是在U(1)对称性没有破缺的

情形下。当时，有作者认为这个不自然的peak可以通过破坏这个平移对称性来

祛除；之后，这个观点引起了广泛的关注。另一方面，相关研究表明在全息框

架下一个较大的磁场能够使一个具有平移对称性的系统出现不稳定性，而且

新的基态需要破坏这个平移对称性和U(1)对称性。与合作者一起，我们建立

了一个这样的基态，它在垂直于磁场的空间方向是一个类似于第二类超导体

的Abrikosov栅格结构，而且这个栅格结构由带电矢量算符凝聚生成的具有三

角格子形状的超导涡旋组成。

关键词： AdS/CFT对应, 规范/引力对偶, 夸克胶子等离子体, 电磁信号, 超导

与超流



Abstract

The gauge/gravity duality is a powerful mathematical tool that relates

strongly interacting gauge theories with large numbers of colors to classical weak-

ly coupled gravitational theories with negative cosmological constant. In this

dissertation, I use the gauge/gravity duality to investigate various phenomena of

strongly coupled field theories. Of particular interest are the strongly coupled

quark-gluon plasma (sQGP), high-Tc superconductor and superfluid, magnetic

field induced lattice structure and superconducting vortex, translational symme-

try breaking in holography.

The systems studied in this thesis might be used as models for describing

condensed matter physics in a superfluid phase near the quantum critical point,

the physics of quark-gluon plasma (QGP), a deconfinement phase of QCD, which

has been recently created at the Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC), and the

QCD vacuum when a large magnetic field is present. Specifically, I use the

gauge/gravity duality in the following three ways.

I first studied the holographic descriptions of sQGP. To this end, I used one

gravity dual model of sQGP (the non-critical version of the Sakai-Sugimoto mod-

el) to investigate the hydrodynamics for the fundamental matter, flavor quark

diffusion and internal structure of the holographic plasma. Furthermore, the

electromagnetic signature spontaneously emitted from holographic plasma at fi-

nite baryon density was studied in different gravity dual models to reveal some

universal properties of holographic method. Moreover, this signature can also

be considered as one important probe of the strongly coupled quark-gluon plas-

ma. Intriguingly, I found that, turning on the flavor magnetic field, the observed

anisotropic feature of photon emission from QGP was also obtained in one simple

holographic dual model.

Another direction of my research is about the holographic realization of

superconductivity and superfluidity. I used the asymptotically Lifshitz black

hole geometry to study the superconducting-like phase transition and probe the
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effect of dynamical exponent z on the critical temperature and condensation. The

transport properties in the symmetry breaking phase were also considered in this

work. The main conclusion is that the dynamical exponent z non-trivially modify

the critical temperature, the condensation and even the AC conductivity. Since

previous works on holographic superconducting phase transition were focused on

two or three dimensional space, I used the intersecting D-brane models to probe

the p-wave superconducting-like phase transition in one dimensional space. The

identification of the source and operator vacuum expectation value is nontrivial.

We need one new prescription to define the physical quantities, which are directly

related to the condensate and charge transport coefficients.

In the framework of gauge/gravity duality, the authors usually take the

ansatz that the holographic geometry is translational invariant in the boundary

spatial directions. One conclusion of this assumption is that the AC conductivity

computed by using the holographic prescription shows a peak at zero frequency

even with the U(1) symmetry unbroken. It was claimed by several authors that

this unnatural peak can be resolved by breaking the translational symmetry.

Lately, this idea has gained great interest. On the other hand, it was discov-

ered that a large magnetic field component from the non-Abelian gauge field

can induce an instability of Einstein-Yang-Mills system in (4 + 1) dimensional

asymptotically AdS spacetime. Moreover, the expected new ground state should

be inhomogeneous and break the translational symmetry as well as the U(1)

symmetry. Together with the collaborators, I investigated this system in detail

and constructed one lattice ground state when a large magnetic field is present.

The ground state forms a triangular Abrikosov lattice in the spatial directions

perpendicular to the magnetic field, which shows some behaviors quite similar to

the type-II superconductor. The lattice is composed of superconducting vortices

induced by the condensation of a charged vector operator.

Keywords: AdS/CFT Correspondence, Gauge/Gravity Duality, Quark-Gluon

Plasma, Electromagnetic Signature, Superconductor and Superfluid
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第第第一一一章章章 引引引言言言

作为全息原理[1, 2]的重要实现，AdS/CFT对应或者更广泛形式的规范/引

力对偶假设(d + 1)维平直时空中的规范场论和(d + 2)维时空中的超弦理论为同

一件事物的两种等价描述。

在其最初的表达形式中，AdS5 × S5空间中的IIB型超弦理论和(3 + 1)维闵

氏时空中N = 4超对称杨-米尔斯规范场(它是一个共形场论)之间存在一一对应

关系[3]。其中，非紧致化维度部分AdS5的等距群SO(4, 2)对应于规范场的共形

对称性，紧致化维度部分S5的等距群SO(6)对应于N = 4超对称中的R-对称性。

在其更一般的形式中，减少紧致化维度的对称性可相应地减少规范场的超对

称数目；而若非紧致化维度并非AdS5，对应的规范场将不具有共形对称性[4]。

AdS/CFT对应的各种推广形式亦用以研究量子色动力学的非微扰性质[5, 6]、

夸克胶子等离子体的性质[7, 8]以及凝聚态物理学相关的一些问题如超导与超

流[9, 10]、量子相变与临界行为[11]等。

本章将简略的介绍AdS/CFT对应的基本理论框架以及最新研究进展，主

要包括(d+1)维闵氏时空中的共形场论、(d+2)维(渐近)Anti-de Sitter(AdS)时空

的基本概念、IIB型超弦及超引力简介、D-brane动力学的不同描述、AdS/CFT对

应的基本思想及其推广、对偶的实现方案以及这一理论的最近发展趋势。

1.1 R1,d上上上的的的共共共形形形场场场论论论

1.1.1 共共共形形形场场场论论论简简简介介介

在理解AdS/CFT对应之前，需要了解共形场论的一般知识，有关内容已

有标准教材可以参考，例如[12]。这一小节将对共形场论中与AdS/CFT对应相

关的知识做一些简单的总结。共形变换是指保持角度不变的一种坐标变换，用

数学公式可以表示为

xm → x′m dxmdx
m = Ω−2(x)dx′mdx

′m. (1.1)

共形对称性群的精确描述需要指定场论的背景时空。本论文中所讨论的对偶场

论的背景时空仅限于平坦的闵氏时空，这里将其简单的标记为R1,d。共形对称
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性变换主要包括：时空平移变换xm → xm + tm，Lorentz变换xm → Λm
n x

n，伸

缩变换xm → λxm以及特殊共形变换

xm → xm + amx2

1 + 2xnan + a2x2
. (1.2)

这里，指标m,n的升降使用R1,d空间上的标准度规ηmn = diag (−1, 1 · · · 1)。如
果将这些共形变换对应的生成元分别记为Pm，Mmn，D和Km，那么这些生成

元满足如下的对易关系1：

[Mmn, Pr] = −(ηmrPn − ηnrPm), [Mmn, Kr] = −(ηmrKn − ηnrKm),

[Pm, Kn] = 2Mmn − 2ηmnD, [D,Pm] = −Pm, [D,Km] = Km,

[Mmn,Mrs] = −ηmrMns − ηrnMsm − ηnsMmr − ηsmMrn,

(1.3)

其余的所有对易子均为零。这些对易关系是可以通过给出各个生成特定的表达

式来直接检验的，例如，这些生成元的微分算符形式如下：

Pm = ∂m, Mmn = xm∂n − xn∂m,

D = xm∂m, Km = x2∂m − 2xmx
n∂n.

(1.4)

这些微分算符形式可以看作R1,d上的函数在这些无穷小共形变换下的具体变

换方式，例如，在伸缩变换λ = 1 + ϵ（ϵ为一无穷小量）下，R1,d上的标量函

数f(x)变换规则为f(x)→ f(x) + ϵxm∂mf(x) +O(ϵ2)。因此，很容易看出在这种
表示下伸缩变换生成元的微分算符形式为xm∂m。一般情况下，场论中的算符

在共形变换下的具有很复杂的变换行为。从共形代数(1.3)可以看出Lorentz 变

换的生成元Mmn与伸缩变换的生成元D是相互对易的，因此我们可以选取这样

一组算符：它们构成Lorentz群的有限维表示，同时也是伸缩变换算符D的本征

函数。具体说来，如果算符O(x)是生成元D的本征值为−∆的本征函数，那么
这意味着在标度变换x → λx下，算符O(x)变换规则为O(x) → λ−∆O(λx)，或
者写成对易子的形式为

[D,O(x)] = (−∆+ xm∂m)O(x), (1.5)

这里，∆是算符O的共形维数。
1这些生成元的对易关系可以通过研究公式(1.1)的无穷小形式而得到。
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R1,d时空中的共形变换群最重要的一条性质就是它同构于群SO(2, d)，这

一性质可以从生成元的角度来理解。定义如下算符：

Jmn =Mmn, Jm(d+1) =
1

2
(Km − Pm),

J(d+2)(d+1) = D, Jm(d+2) =
1

2
(Km + Pm).

(1.6)

简单的代数运算可以得到新算符JMN满足如下对易关系

[JMN , JRS] = −ηMRJNS − ηRNJSM − ηNSJMR − ηSMJRN , (1.7)

其中，ηMN = diag (−1,−1, 1, 1 · · · 1)。这些对易关系恰为so(2, d)代数所满足的
对易关系。在1.2节中，我们将会看到(d + 2)维AdS时空的等距群为SO(2, d)。

因此，这可以作为AdS/CFT对偶猜想的一个最简单的关于对称性的检验。

一般地，即使量子场论的经典拉氏量具有共形对称性，它也会被量子效应

破坏，我们习惯性的称之为反常。β函数为零是一个量子场论具有共形对称性

的必要条件。这里，β函数是描述耦合常数g随能量标度µ的变化而跑动的物理

量：

β(g) = µ
∂g

∂µ
, (1.8)

可见，β(g) = 0意味着该理论是标度不变的。量子场论中，算符φ(x)的关联函

数定义为编时算符的真空期望值，两点函数定义如下：

⟨φ(x)φ(y)⟩ := ⟨T φ(x)φ(y)⟩, (1.9)

其中，T表示编时乘积，多点关联函数也有类似的表达式。在量子场论的路径
积分形式下，关联函数可以表达为如下的泛函积分形式

⟨O⟩ := 1

Z

∫
DφOe−S[φ], (1.10)

其中，场论的配分函数Z定义为

Z :=

∫
Dφe−S[φ], (1.11)

S[φ]为场论的作用量。共形场论的一个重要任务是计算算符的关联函数，而共
形对称性对这些关联函数的形式有很强的限制。忽略比例系数，共形对称性完
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全决定了两点和三点关联函数的形式

⟨φ1(x)φ2(y)⟩ =
cδ∆1,∆2

(x− y)2∆1
,

⟨φ1(x)φ2(y)φ3(z)⟩ =
k

(x− y)∆1+∆2−∆3(y − z)−∆1+∆2+∆3(x− z)∆1−∆2+∆3
,

其中，∆i (i = 1, 2, 3)是算符φi(x)的标度维数，常数c, k由具体的场论来确定。

能动量张量算符是共形场论的一个重要算符，可以证明共形不变性要求它是一

个无迹的张量。

1.1.2 N = 4 SU(N)超超超对对对称称称杨杨杨-米米米尔尔尔斯斯斯理理理论论论

作为(3 + 1)维平直时空中共形场论的例子，我们对N = 4 SU(N)超对称

杨-米尔斯理论做简单的概述，内容主要集中于该理论中与本论文直接相关的

一些性质。

N = 4 SU(N)超对称杨-米尔斯理论在超弦理论和形式化场论中引起了人

们的广泛的关注。它是一个非阿贝尔的规范理论，而且具有四维时空中最大

的超对称2，一共有16个超荷，它的R对称性为SU(4)R。这个理论包含如下的

场：一个规范场Aµ，指标µ代表(3 + 1)维时空中的Lorentz指标；四个Weyl费米

子λa，指标a = 1, · · · ,N；六个实标量场X i，指标i = 1, 2, · · · , 6。在SU(4)R对
称性下，Aµ是一个单态，λ

a为该对称性群的基础表示4，实标量X i是该R-对称

性群的二阶反对称张量表示6。所有的场均属于规范群SU(N)的伴随表示，例

如实标量场X i明显形式为(X i)mn = X i(k)(T (k))mn，其中指标k = 1, 2, · · · , N2
c − 1，

m,n = 1, 2, · · · , N。所有的场可以整合在一起构成一个超对称多重态，即N =

4的规范多重态。描述这些场相互作用的拉氏量为

L = Tr

{
− 1

2g2YM

FµνF
µν +

θI
8π2

Fµν ⋆ F
µν −

∑
a

iλ̄aτ̄µDµλa

−
∑

iDµX
iDµX i + gYM

∑
a,b,i

Cab
i λa[X

i, λb]

+gYM

∑
a,b,i

C̄iabλ̄
a[X i, λ̄b] +

g2YM

2

∑
i,j

[X i, Xj]2

}
,

(1.12)

2这里只限于不包含引力的规范理论。在超引力框架下，超对称的数目可以达到32个。
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其中，gYM是规范耦合常数，θI是瞬子角度，规范场场强定义为Fµν = ∂µAν −
∂νAµ + igYM [Aµ, Aν ]，⋆Fµν = 1

2
ϵµνρσF

ρσ是规范场强Fµν的Hodge对偶; 协变导

数Dµ对于不同的场的具体形式为DµX = ∂µX + igYM [Aµ, X]和Dµλ = ∂µλ +

igYM [Aµ, λ]；τµ = (1,−σi)，1为2×2的单位矩阵、σi是标准的Pauli矩阵；Cab
i 是

对称性群SU(4)R的李代数的结构常数。其中，拉氏量中的求迹Tr表示对规范指

标k求和。值得注意的是这个理论只有一个耦合常数gYM。经典层次上，各个

场的质量量纲如下：

[Aµ] = 1, [λ] =
3

2
, [X] = 1. (1.13)

因此，耦合常数是无量纲的，[gYM ]=0。那么，N = 4 SU(N)超对称杨-米尔斯

理论经典层次上具有共形不变性。进一步的微扰计算证明，该理论量子化之后

的β函数在微扰论的所有阶都为零，因此该理论在量子层次是一个共形理论。

在N = 4 SU(N)超对称杨-米尔斯理论中将超对称性与共形对称性结

合在一起就形成了该理论的超共形对称群SU(2, 2|4)。其中，SU(2, 2)部分表

示Weyl旋量的对称性，SU(4)则表示N = 4超对称的R对称性群。下面对这些

对称性的生成元做一些简单的总结：

(1)共形对称性生成元{Pm,Mmn, D,Km}，它们满足对易关系式(1.3)。

(2)R对称性SU(4)R ∼= SO(6)R。

(3)Poincaré超对称生成元Qa
α，Q̄

a
α̇，a = 1, 2, 3, 4，满足如下的反对易关系3：

{Qa
α, Q̄bβ̇} = −2σ

µ

αβ̇
Pµδ

a
b , {Qa

α, Q
b
β} = 2ϵαβZ

ab

其中，Zab为中心荷。(3)共形超对称生成元Sαa和S̄
α̇a，满足如下的反对易关系

{Sαa, Sβb} = {Qa
α, S̄

b
β̇
} = 0,

{Sa
α, S̄β̇b} = 2(σµ)αβ̇Kµδ

a
b ,

{Qa
α, Sβb} = ϵαβδ

a
bD +

1

2
δabMµν(σ

µνϵ)αβ.

由超对称多重态中的场{Aµ, λ
a, λ̄a, X i}可组成该理论的复合算符。当这些

相乘的场处于同一时空点时，需要一个正规化方案来定义这个乘积算符。超共

性原处算符O定义为满足条件[S,O] = 0的算符。也就是说，超共形原初算符是

超共性群SU(2, 2|4)的一个表示中的标度维数最低的算符。由这些场组成的一
个最重要的算符就是所谓的单迹算符，相关讨论在文献中有详细叙述。

3关于超对称理论的一般介绍，可以参考经典文献[13, 14]。
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1.2 Anti-de Sitter时时时空空空

AdS/CFT对应的引力涉及到AdS5×S5时空中的IIB超弦理论，本节对AdS时

空的一些几何性质做简略的总结。(d + 2)维AdS空间AdSd+2是具有常数负曲率

的最大对称的Lorentz流形。它是(d + 2)维双曲空间的Lorentz类似，是具有负

宇宙学常数的Einstein场方程的最大对称的真空解。

AdSd+2可以用平坦的d+ 3维空间中的双曲面来描述，该(d+ 3)维空间的度

规为

ds2 = −dX2
0 − dX2

d+2 +
d+1∑
i=1

dX2
i . (1.14)

双曲面满足方程

X2
0 +X2

p+2 −
d+1∑
i=1

X2
i = L2, (1.15)

其中，L是AdSd+2空间的半径。不难看出该空间具有等几何群SO(2, d+ 1)，而

且它是一个齐性的各向同性的空间。

方程(1.15)可以通过将其中的坐标做如下参数化得到

X0 = cosh ρ cos τ, Xd+2 = cosh ρ sin τ,

Xi = LΩi sinh ρ (i = 1, ..., d+ 1;
∑
i

Ω2
i = 1).

(1.16)

将上述参数化代入度规(1.14)可以得到AdSd+2空间的度规：

ds2 = L2
(
− cosh2 ρdτ 2 + dρ2 + sinh2 ρdΩ2

)
. (1.17)

如果{0 ≤ ρ, 0 ≤ τ < 2π}，那么双曲面的解(1.16)覆盖整个双曲面一次，

(τ, ρ,Ωi)也称为AdS空间的整体坐标。由于在ρ = 0附近，度规(1.17)具有如

下行为

ds2 ≈ L2
(
−dτ 2 + dρ2 + ρ2dΩ2

)
, (1.18)

因此该双曲面具有S1 × Rd+1的拓扑结构。这里，S1表示在τ方向上封闭的类时

曲线。为了得到一个具有因果性的时空，可以将圆周S1解开从而使(1.16)成为

双曲面的普适覆盖，也就是说将τ的取值范围扩展到−∞ < τ < +∞。在本文以
后的论述中，当提到AdS空间时，我们只考虑这种普适覆盖的情形。
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AdS空间有如下重要性质：共形紧致化的AdSd+2的边界与(d + 1)维闵氏空

间共形紧致化是完全一致的。这一点在AdS/CFT对应中起着至关重要的作用。

为了更清晰的看出这一性质，通过如下方式引入新坐标θ，

tan θ = sinh ρ, 0 ≤ θ <
π

2
. (1.19)

这样，度规(1.17)具有如下形式：

ds2 =
L2

cos2 θ

(
−d2τ + d2θ + sin2 θdΩ2

)
. (1.20)

对上述度规做如下共形变换：将公式(1.20)两边同时乘以L−2 cos2 θ 可得

ds′2 = −d2τ + d2θ + sin2 θdΩ2 (1.21)

由于共形变换不改变时空几何的因果性，因此度规(1.20)与(1.21)具有相同的

因果性。粗略的讲，公式(1.21)描述的是Einstein 静态宇宙R × Sd。然而，由

公式(1.21)所描述的时空几何缺少了θ = π/2这一点，严格说来它只能表达R ×
Sd的一半的空间。如果将对应于空间无穷远处的点θ = π/2加入由(1.21)表达的

时空几何中，得到如下的紧致化的时空几何

ds2 = −dτ 2 + dθ2 + sin2 θdΩ2, 0 ≤ θ ≤ π

2
, −∞ < τ < +∞. (1.22)

如果进一步指定R × Sd在θ = π/2处的边界条件，柯西问题就是完备的。

从(1.22)不难看出，共形紧致化的AdSd+2的边界(θ = 2/π)与(d + 1)维共形紧

致的闵氏时空是完全一样的。

AdS空间还可以用另外一套坐标系(u, t, x⃗)(0 < u, x⃗ ∈ Rd)来标识，

X0 =
1

2u

(
1 + u2

(
L2 + x⃗2 − t2

))
,

Xi = Luxi (i = 1, ..., d) ,

Xd+1 =
1

2u

(
1− u2

(
L2 + x⃗2 − t2

))
,

Xd+2 = Lut.

(1.23)

在这个新坐标系下，AdSd+2具有如下形式的度规：

ds2 = L2

(
du2

u2
+ u2ηijdx

idxj
)
. (1.24)
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新坐标(u, t, xi)又称为Poincaré坐标卡，文献中经常使用这种坐标系。AdS度规

的另外一个常用的形式由坐标变换u→ 1
u
得到

ds2 = L2

(
du2

u2
+

1

u2
ηijdx

idxj
)
. (1.25)

在AdS时空中，有质量的粒子永远到达不了它的边界；然而，光线却可以

在有限的时间内往返于AdS 的边界，这是因为AdS时空的Penrose图是一个圆

柱体。准确地讲，如果对于在AdS空间中传播的光子场在边界加上合适的边界

条件，光线是可以反射的。关于AdS空间的更多的知识可以参考文献[15]。

除了AdS空间外，渐近的AdS空间也是研究的很多的几何背景。实际上，

Einstein-Hilbert作用量

S =
1

2κ2d+2

∫
dd+2x

√
−g (R− 2Λ) , Λ = −d(d+ 1)

2L2
(1.26)

也是AdS-Schwarzschild黑洞几何的解

ds2 =
r2

L2

(
−f(r)dt2 + dx⃗2

)
+
L2

r2
dr2

f(r)
, f(r) = 1−

(rh
r

)d+1

. (1.27)

其中，r = rh为黑洞事视界，它与霍金温度T直接相关。如果将度规(1.27)做欧

几里得延拓，为了消除在黑洞视界处的光锥奇异可以得到T的表达式

T =
(d+ 1)rh
4πL2

.

AdS-Schwarzschild度规只是渐近AdS时空的一个例子，它对偶于有限温度下的

共形场论的平衡态，而且霍金温度即为对偶场论的温度。

1.3 超超超弦弦弦理理理论论论与与与D-brane动动动力力力学学学

1.3.1 超超超弦弦弦与与与超超超引引引力力力简简简介介介

AdS/CFT对应是一个关于超共形规范理论与超弦理论的对偶，这一小节

简要介绍IIB超弦理论及其低能近似—IIB超引力。

IIB超弦是一种的定向的闭弦理论，它的能谱中包含有限数量的无质量态：

引力子、伸缩子、2形式场以及这些态的超对称伴子。此外，它的能谱中也包

含着无限多的有质量的弦激发态。术语“II”表示该理论有两个引力微子(引力子
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的超伴子)；当考虑到弦能谱中的手征性时，“B”可以用来区别IIA超弦与IIB超

弦这两种理论。

超对称的引入使得玻色弦理论中闭弦能谱中的快子模式自然的消除，而且

超对称的存在丰富了玻色弦原有的场内容，它引入了描述自然界基本粒子相互

作用不可或缺的时空费米子。粗略的讲，闭弦的能谱是由两个开弦的能谱做乘

积得到，有必要对定向的开弦做一简略的陈述。超弦的world-sheet上的作用量

为

S =
1

4πα′

∫
dτdσ

(
∂αXµ∂αXµ + Ψ̄µγα∂αΨµ

)
, (1.28)

τ ∈ (−∞,∞)和σ ∈ [0, π]分别标记超弦world-sheet上的时间与空间坐标，指

标µ标记10维闵氏空间的坐标。Xµ(τ, σ)是标记超弦位置的world-sheet上的玻色

场，Ψµ(τ, σ)是它的费米型伴子场。在二维world-sheet上，Ψµ(τ, σ)可以写成两

分量的Majarona-Weyl旋量

Ψµ(τ, σ) =

(
Ψµ

−

Ψµ
+

)
, Ψ̄ = iγΨT . (1.29)

Xµ和Ψµ均可以看作10维闵氏时空中的矢量，γα表示二维Dirac矩阵，可取如下

的一个表达形式

γ0 =

(
0 −1
1 0

)
, γ1 =

(
0 1

1 0

)
(1.30)

定义world-sheet上的的光锥坐标σ± = τ ± σ，world-sheet上的费米子

场Ψµ(σ+, σ−)满足如下的Dirac方程4：

∂+Ψ
µ
− = 0, ∂−Ψ

µ
+ = 0, (1.31)

方程(1.31)的解分别描述向左运动与向右运动的波。对于超弦作用量(1.28)中的

费米型部分做变分并运用运动方程(1.31)可以得到如下的表面项

δSf =
i

4πα′

∫
dτ (Ψµ

−δΨ−µ −Ψµ
+δΨ+µ)

∣∣∣∣σ=π

σ=0

. (1.32)

对于开弦而言，为了保持变分原理的完整性需要在开弦的边界上满足：

(Ψµ
−δΨ−µ −Ψµ

+δΨ+µ)

∣∣∣∣
σ=0,π

= 0⇔ δ (Ψ+µ)
2

∣∣∣∣
σ=0,π

= δ (Ψ−µ)
2

∣∣∣∣
σ=0,π

= 0. (1.33)

4对于world-sheet上的玻色子场Xµ(σ+, σ−)可以做类似的分析，详细的讨论可参见经典文献[16]。
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不失一般性，在开弦的一端可选取边界条件Ψµ
+(τ, 0) = Ψµ

−(τ, 0) = 0；在开弦的

另一端就有如下两种可能的选择

R : Ψµ
+(τ, π) = +Ψµ

−(τ, π),

NS : Ψµ
+(τ, π) = −Ψ

µ
−(τ, π).

(1.34)

它们分别对应于开弦worldsheet上费米子的Ramond(R)部分和Neveu-Schwarz(NS)部

分，相应的傅里叶模式展开为

R : Ψµ
± =

1√
2

∑
n∈Z

dµne
−inσ±

,

NS : Ψµ
± =

1√
2

∑
n∈Z+1/2

bµne
−inσ±

,
(1.35)

在量子化之后，上式中的Grassmann数dµn, b
µ
n成为产生或湮灭算符，可用于构建

弦的各种激发态。

NS部分的基态是10维时空中的标量，具有负的质量平方，因而它是一个

快子，运用GSO投射可以将其消除。同时，GSO投射也确保了在各个质量层

次上的费米子与玻色子自由度的一致，这是10维时空超对称的必要条件。经

过GSO投射之后，R部分和NS部分的基态为：

• R：无质量的矢量粒子，属于SO(8)群的八维矢量表示8V;

• NS：无质量的费米子，自旋为1/2，属于SO(8)群的8S表示，其手征性可

以随意选取。

有了开弦的能谱，闭弦的能谱很容易的通过两个开弦的能谱组合得到，它有四

个可能的部分：分别用R-R，R-NS，NS-R，NS-NS来标记。将上述开弦的无质

量能谱按照他们在SO(8)群的表示下做如下直积分解，

NS-NS : 8V ⊗ 8V = 1⊕ 28⊕ 35 = Φ⊕Bµν ⊕Gµν ,

NS-R : 8V ⊗ 8S = 8C ⊕ 56S,

R-NS : 8S ⊗ 8V = 8C ⊕ 56S,

NS-NS : 8S ⊗ 8S = 1⊕ 28⊕ 35+ = [0]⊕ [2]⊕ [4]+ = C0 ⊕C2 ⊕C4.

相应地，IIB超弦的无质量粒子谱如下：
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• NS-NS：一个标量Φ，称为伸缩子，有一个自由度；一个2形式场B2，

有28个自由度：一个对称无迹的二阶张量Gµν，有35个自由度。

• NS-R和R-NS：一个自旋为1/2的费米子，叫做dilatino，有八个自由度；

一个自旋为3/2的费米子，称为引力微子，有56个自由度。

• R-R：一个零形式的规范势C0，有一个自由度；一个2形式的规范势C2，

有28个自由度；一个4形式的规范势C4，有35个自由度。

可见，IIB超弦的零质量粒子谱构成了一个N = 2的超引力多重态。

然而，仍然没有一个自洽的理论来描述IIB超弦理论在所有质量层次上的

行为。在低能极限下，只有零质量的自由度是需要考虑的，它们可以用IIB超

引力来描述。在弦框架下，描述这些场的相互作用的拉氏量可以写成如下的协

变形式

SIIB =
1

2κ210

∫
d10x
√
− detG

{
e−2Φ

(
R+ 4∂µΦ∂µΦ−

1

2
|H3|2

)
−1

2

(
|F1|2 + |F̃3|2 + |F̃5|2

)}
− 1

4κ210

∫
C4 ∧H3 ∧ F3, (1.36)

由于F̃5是一个自对偶的场，需要额外的加入一个限制⋆F̃5 = F̃5。其中，耦合常

数κ10，牛顿引力常量G
(10)
N 以及弦耦合常数gs之间有下列关系：

2κ210g
2
s = 16πG

(10)
N = (2π)10α′2g2s . (1.37)

作用量(1.36)中的R为Ricci标曲率，各个微分形式场的定义如下：

H3 = dB2, F1 = dC0, F3 = dC2, F5 = dC4,

F̃3 = F3 − C0 ∧H3, F̃5 = F5 −
1

2
C2 ∧H3 +

1

2
B2 ∧ F3.

(1.38)

1.3.2 D-brane动动动力力力学学学

AdS/CFT对应源于对超弦理论中D-brane的研究，而D-brane的低能动力

学有两种相互对偶的描述方式：

• D-brane作为超弦理论中具有动力学的客观实体；

• D-brane作为10维时空中IIA/IIB超引力的孤子解。
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本节将对D-brane低能动力学的上述两种描述方式做一些简略的总结，从而为

得出AdS/CFT对偶猜想做铺垫。

在弦理论中Dp-brane是一种非微扰的实体，并且在p维空间上延展开来，

可以看做p维的超平面，而且开弦终止于D-brane之上。D-brane的存在使得超

弦真空的对称性会受到相应的破坏。例如，Dp-brane的存在使闵氏时空中IIB超

弦的Lorentz对称性从SO(1, 9)破坏到SO(1, p)× SO(9− p)。同时，这些开弦的
无质量的激发态给出一个具有不多于16个超荷的矢量超对称多重态；因此，

D-brane是超弦理论中的BPS态。

Dp-brane的world-volume Σ 是(p+1)维的，因而Dp-brane与超弦中的RR形

式场Cp+1很自然的通过下面的作用量耦合在一起

µp

∫
Σp+1

P [Cp+1],

这里，P表示将形式场Cp+1拉回映射到流形Σ上。Dp-brane的RR p-形式的

荷µp与brane的张力τp通过下式联系起来

Tp = gsτp = (2π)−pα′− p+1
2 = µp. (1.39)

开弦的无质量激发态给出如下粒子谱：标量场、规范场以及它们的费米

型超对称伴子。在D维时空中，Dp-brane的存在使得开弦的量子化给出(D-p-

1)个零质量的标量场，描述Dp-brane的横向位置。单一的一个D-brane的world-

volume上有一个U(1)的多重态，其中的零质量矢量场来自于一根开始并终

止于D-brane上同一位置的零长度开弦。当有N个D-brane时，开弦可以在这

些branes之间延展开，这时可以用这根开弦的终点来标记它们；比如，[ij]表

示一根起始于brane i终止于brane j的开弦，i, j ∈ {1, ..., N}。这些用于标记D-

brane的离散指标i, j也叫做Chan-Paton指标，显然，开弦的每一个端点都带有

规范群的一个Chan-Paton指标。然而，这个指标对应于该规范群的基础表示；

因此，U(1)的矢量多重态是由基础表示和反基础表示的指标来标记，也可以看

做一个伴随表示的场。

如果这N个D-brane之间的任何两个brane都不重叠，那么每一个brane上

有一个无质量的矢量激发，总共就有U(1)N个规范群。相反，如果这N个D-

brane相互重叠在一起，在这些D-branes的world-volume上就有N × N个无质

量的矢量态，它们对应于零长度开弦的N × N个可能的标记方式。而且，
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这N × N个无质量的矢量态可以用于形成U(N)规范群的伴随表示。进一步的

研究表明N个重叠在一起的Dp-brane的低能有效作用量描述的正是U(N)的超

对称规范场论。通常，中心群U(1) = U(N)/SU(N)对应于这些D-brane的位置，

如果只关心这些D-brane上的动力学，这个中心群是可以忽略的，这样就只留

下了SU(N)的规范对称性。

接下来将简单的讨论单个D-brane的低能有效作用量。D-brane可以作为闭

弦的源，同时它也能够在背景几何时空中与闭弦场相互作用。而且，D-brane的

涨落可以用它world-volume上的场论来描述，而这个场论中的规范场就来源于

终止于其上的开弦。简单说来，这个低能作用量定义为将所有的有质量态和

在圈图效应中出现的无质量模式积掉(Integrating out)。它包括两部分的贡献：

Dirac-Born-Infield(DBI)项和Wess-Zumino(WZ)项。其中，玻色型DBI项部分的

贡献为

SDBI = −Tp
∫
dp+1ξe−Φ

√
− det (P [G+B]ab + 2πα′Fab), (1.40)

这里，G是背景时空的度规，B是NS-NS 2-形式场，Φ是伸缩子，F = dA是D-

brane上的U(1)规范场的场强。行列式det是对D-brane的world-volume坐标{a, b}求
和，拉回映射P的具体表达形式如下

P [T ]a1...an =
∂XA1

∂ξa1
· · · ∂X

An

∂ξan
TA1···An ,

固定D-brane在目标时空中具体位置的标量场ϕi被归纳到嵌入函数XA(ξ)中。

D-brane低能作用量的玻色型部分的第二个贡献来自WZ项，其形式如下

SWZ = µp

∑
q

∫
Σp+1

P[Cqe
B]e2πα

′F , (1.41)

公式(1.41)中的指数函数在展开时需要写成外积的形式，

eP[B]+2πα′F =
∞∑
n=0

1

n!
(P [B] + 2πα′F ) ∧ · · · ∧ (P [B] + 2πα′F )︸ ︷︷ ︸

n次

,

公式(1.40)和(1.41)只适用于D-brane上阿贝尔规范理论的情形。当有多

个D-brane重叠在一起时，其world-volume上的规范理论是非阿贝尔的，这时需

要将作用量(1.40)和(1.41)推广到非阿贝尔的情形；同时，D-brane上的存在费

米型场，它们也有自己的作用量。关于D-brane低能有效作用量的非阿贝尔推

广和费米型部分可分别参考文献[17–20]。
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D-brane的另外一种描述方式是10维时空中IIA/IIB超引力的孤子解。D-

brane是一种很重的带电的客观实体，它能够与引力和弯曲时空相互耦合起来。

在这个方面的开创性工作是在平坦时空中构建black p-brane的解[21]。以IIB超

引力为例，如果只限制于考虑不带有电荷的black Dp-brane的构建，则该超引

力的作用量有如下简化的形式

S
(p)
IIB =

1

2κ210

∫
d10x
√
− detG

{
e−2Φ

(
R+ 4∂µΦ∂µΦ

)
− 1

2
|Fp+2|2

}
. (1.42)

对于IIA超引力，公式(1.42)可以做相应的推广。保持对称性SO(1, p)× SO(9−
p)的BPS Dp-brane的解为

ds2 = Hp(r)
−1/2ηabdxadxb +Hp(r)

1/2δijdyidyj,

eΦ = gsHp(r)
(3−p)/4, (1.43)

Cp+1 =

(
1

Hp(r)
− 1

)
dx0 ∧ · · · ∧ dxp,

这里，a, b ∈ {0, · · · , p}表示Dp-brane的world-volume上的坐标； i, j ∈ {p +

1, · · · , 9}代表与Dp-brane超平面垂直的横向的坐标。调和函数Hp(r)为

Hp(r) = 1 +

(
Rp

r

)7−p

, r2 =
9∑

i=p+1

y2i , (1.44)

Rp由下面的公式给出

R7−p
p = (4π)

5−p
2 Γ

(
7− p
2

)
gsN (α′)

7−p
2 , (1.45)

N表示RR荷的数目，也就是重叠在一起的Dp-brane的数目。由于荷守恒，N也

可以由Cp+1的场强的Hodge对偶在S8−p球面上的积分得到∫
S8−p

⋆Fp+2 = N.

从公式(1.43)可知N个重叠的D3-brane可作为如下IIB超引力的源：

ds2 = H3(r)
−1/2ηabdxadxb +H

1/2
3

(
dr2 + r2dΩ2

5

)
,

F5 = (1 + ⋆)dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dH3(r)
−1,

H3(r) = 1 +

(
R

r

)4

, R4 = 4πgsNα
′2, a, b ∈ {0, · · · , 3}.

(1.46)
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在near-horizon极限下r << 15，度规(1.46)趋向于如下AdS5 × S5的形式

ds2 =
( r
R

)2
ηabdxadxb +

(
R

r

)2 (
dr2 + r2dΩ2

5

)
, a, b ∈ {0, · · · , 3}. (1.47)

总结这一节的内容可以得到下面两条关于D3-brane的重要结论：

• 对于N个相互重叠的D3-brane而言，它的四维world-volume上的场论是N =

4 U(N) 超对称杨-米尔斯规范理论6，它的低能有效作用量由DBI和WZ这

两项组成。

• N个相互重叠的D3-brane可以描述由IIB超弦理论的低能极限—IIB超引

力—的一个解，它有如下的内容组成：AdS5×S5的几何(在near-horizon极

限下)、一个常数的伸缩子、一个自对偶的RR 5形式场强。

AdS/CFT对应的最初形式正是基于上述D3-brane的两种不同描述而得到的。

1.4 AdS/CFT对对对应应应与与与规规规范范范/引引引力力力对对对偶偶偶

1.4.1 AdS/CFT对对对应应应的的的建建建立立立

这一小节将简略地陈述Maldacena在建立AdS/CFT对应时的主要论证，有

关内容可参见经典文献[3, 15]。考虑10维平直时空中的IIB超弦理论，引入N个

重叠的D3-brane并使其在该10维时空中的(3 + 1)维超平面上延展开来。从微扰

论的角度，该理论系统包含闭弦和开弦两种激发态：闭弦是empty space 的激

发；开弦终止于D-branes，相应地描述D-branes的激发。上述系统在能量低于

弦尺度1/gs的低能区，只能激发无质量的弦态。根据Wilson重整化群流动的观

点，对于这些低能激发可以用一个有效的作用量来描述它们之间的相互作用。

闭弦的无质量激发态对应10维时空中的引力超多重态，它们相互作用正好对应

于IIB超引力；开弦的无质量激发态给出N = 4的矢量超多重态，它们的低能有

效相互作用可以用N = 4 U(N) 超对称杨-米尔斯理论来描写；闭弦与开弦的低

能激发之间也存在相互耦合。

5在(1.4)一节中，我们将详细解释这种极限的物理内涵。
6D-brane在10维时空中破坏超对称的个数与它在该时空中的位型直接相关，可以用ND数来标记，详

细的讨论可见[22] 中13.4一节的论述。
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因此，上述系统在低能情形下的所有无质量激发模式的完整的有效作用量

可以示意性地表达成如下形式

S = Sbulk + Sbrane + Sint. (1.48)

上述有效作用量是不可重整的，它只是该系统在低能下的一种有效描述，可以

按照Wilson的重整化群流动的观念来理解。也就是说，可以从一个假想的高能

下的完整理论出发，将所有很重的激发模式(这里为有质量的态)积掉，但是保

留所有无质量的激发模式。公式(1.48) 中各项的物理意义如下：

• Sbulk：10维超引力的作用量和一些高阶修正项；

• Sbrane：这一项定义在D3-brane的(3+1)维world-volume上，包括N = 4超

对称杨-米尔斯理论的拉氏量和一些如诸如α′2Tr{F 4}的高阶修正项；

• Sint：D3-brane上的无质量激发与bulk中无质量态间的相互作用项。

对于Sbulk这一项，可以将它按照牛顿引力常数κ
2做级数展开。对于引力子部分

有如下示意性的表达式

Sbulk ∼
1

2κ2

∫
d10x

√
− det gRg ∼

∫
d10x

(
(∂h)2 + κ(∂h)2h+ · · ·

)
,(1.49)

gµν = ηµν + κhµν . (1.50)

类似地，相互作用项Sint正比于耦合常数κ的正幂次。

为了更清晰的看出该系统在低能极限下的行为，在取极限ls → 07时固定能

量，同时保持其它所有的无量纲参数固定(包括弦耦合常数gs和N)。在这个极

限下，耦合常数κ ∼ gsα
′2 → 0，因此，在低能极限下作用量中所有正比于κ的

项均可以忽略。换言之，该系统在上述低能极限下退耦为下面两个无相互作用

的系统：

• 10维平直时空中的自由引力理论，对应于Sbulk的低能极限；

• 4维闵氏时空中的N = 4 U(N)超对称杨-米尔斯理论，对应于Sbrane的低能

极限。

7这个极限也称为Maldacena极限。
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该系统在低能极限下的行为也可以从另外一个角度来理解。由于D-

brane是有质量的带电实体，它可以作为IIA/IIB超引力中各种场的源，这正是

上一节所阐述的IIA/IIB超引力中的black Dp-brane解。对于D3-brane，它对应

的超引力解如公式(1.46)中所示。注意到该度规的时间-时间分量是依赖于坐

标r的，因此能量的定义是定域的：一个观测者在位置r处测得一个物体的能

量Er和该观测者在无穷远处r →∞测得该物体的能量E∞有如下关系：

E∞ = H
−1/4
3 (r)Er,

这正是广义相对论中的频率红移关系。从位于无穷远处r → ∞观测者的角
度来讲，低能极限下有两种可能的激发：在bulk区域，可有无质量的引力超

多重态；在r = 0附近的区域(near-horizon区域)，可有有质量的弦激发态，但

是由于红移关系它们相对于无穷远处的观测者来讲是低能的激发。近一步考

虑ls → 0的低能极限：bulk中的无质量的引力超多重态趋于自由引力理论；而

且，near-horizon附近的激发模式和bulk中的激发模式相互退耦，没有相互作

用。因此，在低能极限下该系统退耦为一个自由引力体系和如下的AdS5×S5几

何

ds2 =
( r
R

)2 (
−dt2 + dx21 + dx22 + dx23

)
+

(
R

r

)2 (
dr2 + r2dΩ2

5

)
.

综合以上论述：在低能极限ls → 0下，对于IIB型超弦中的D3-brane系统从两种

不同角度的分析均得到了两个相互退耦的理论，而且从这两个不同角度下的分

析下均得到了一个自由的引力理论。1997年底，Maldacena基于以上的分析得

到如下对偶猜想8：

(3 + 1)维维维闵闵闵氏氏氏时时时空空空中中中的的的N = 4 U(N)的的的超超超对对对称称称杨杨杨-米米米尔尔尔斯斯斯理理理论论论与与与

AdS5 × S5空空空间间间中中中的的的IIB型型型超超超弦弦弦理理理论论论是是是等等等价价价的的的。。。

Maldacena在做出上述对偶猜想的同时也注意到了在整个论证过程中的各

种近似的合理性，(1)根据场论中圈图效应的分析，微扰论成立的条件为

g2YMN ∼ gsN ∼
R4

l4s
<< 1; (1.51)

8对应于不同的参数范围，AdS/CFT对偶猜想可以表达为较强或较弱的形式，有关论述可以参考讲

义[23]。
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(2)可用经典引力描述的区域满足AdS空间的半径与S5的半径远大于弦的长度

R4

l4s
∼ gsN ∼ g2YMN >> 1. (1.52)

可见，场论的微扰区与引力的适用区是不相容的，这与上述对偶猜想两边完全

不同的理论体系这一事实是一致的。如果对偶猜想的一边处于强耦合区，那么

对偶的另一边却处于弱耦合区，反之亦然。因此，AdS/CFT对应是一个强弱

对偶理论，这使得人们很难直接的证明该猜想；但是，正是这种强弱对偶的存

在允许我们将强耦合的场论问题转化为可以做微扰分析的超引力理论。需要指

出的是，在公式(1.51)和(1.52)中，假设了ls < 1。于是，为了在超引力这边可

以做微扰计算，N需要足够大。

AdS/CFT对偶的精确数学描述是在[4, 24]中提出的，它主要包括如下两方

面的内容：(1)场论中的规范群指标N、规范耦合常数gYM与弦理论中的弦耦合

常数gs、弦的长度、AdS5以及S
5的半径R之间的关系

g2YM = 2πgs, g2YMN =
R4

α′2 ; (1.53)

(2)场论的生成泛函和与之对偶的超弦理论的配分函数的关系

e−W [ϕ0(x)] ≡
⟨
exp

(∫
d4xϕ0(x)O(x)

)⟩
CFT

= Z
[
ϕ(x, r)

∣∣
r=∞ = ϕ0(x)

]
. (1.54)

公式(1.54)的右边是关于AdS5 × S5时空中超弦理论的配分函数，而且在计算

时需要将弦论中的场ϕ(x, r)取为其在无穷远处的值ϕ(x, r = ∞) ≡ ϕ0(x)。公

式(1.54)的左边可用来计算算符关联函数，而且这些算符在场论中是规范不变

的；同时，从公式(1.54)容易看出每一个这样的规范不变算符都有一个对偶弦

论中的场与之对应，文献中称之为场/算符对应。由于弯曲空间中超弦的量子

化至今没有一个完整的理论，所以公式(1.54)的直接应用是很困难的。然而如

果只考虑场论中的特殊极限N →∞并且λ→∞，AdS5 × S5中的超弦理论退化

为一个经典的超引力；而且，对于这个经典超引力理论的配分函数可以采取鞍

点近似处理，即在作用量的泛函积分中只计入场的经典构型对于作用量的贡

献。在(1.4.2)一节中将以标量场为例说明如何将对偶方案(1.54)应用于计算推迟

格林函数。下面以场论中的标量算符O与超引力中的标量场为例来说明场/算

符对应的物理含义。考虑AdSd+1中传播的质量为m的标量场ϕ(u, x)，其满足如

下运动方程： (
�d+1 +m2

)
ϕ(u, x) = 0, (1.55)
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其中，�d+1为AdSd+1中的达朗贝尔算符。进一步假设ϕ(u, x) ∼ eik·xϕ(u)，分析

上述运动方程在AdSd+1共形边界u = 0处的行为可得到如下的质量-维数关系

∆ =
d

2
+

√
d2

4
+m2L2, (1.56)

而且与之对应的ϕ(u, x)的渐进行为如下

ϕ(u, x)
u→0
≈ ϕ0(x)u

d−∆ + ϕ1(x)u
∆. (1.57)

上式中ϕ(u, x)在u = 0处的两个模式是可以通过它们的可归一性来区别的9：正

比于u∆的模式是可归一化的，它的系数ϕ1(x)对应于算符O(x)的真空期望值；
正比于ud−∆的模式是不可归一化的，它的系数ϕ0(x)给算符O提供源，可以假想
在场论中拉氏量中引入相互作用项

∫
ddxϕ0(x)O(x)。

由于AdS/CFT对应是一个强弱对偶猜想，在现有的理论框架下直接证明

这个猜想具有很大的困难。因此，对该对偶猜想进行理论检验就显得尤其重

要。到目前为止，这些理论检验均有力地证明该猜想的可靠性。本小节内容主

要根据经典综述[15]对这些理论验证做简单的总结。强弱对偶的特性使得这些

检验只能依赖于对偶两边的那些与耦合常数无关的性质，这主要包括：

• 整体对称性。AdS/CFT对应的两边有相同的整体对称性群PSU(2, 2|4)，
其玻色部分为子群SO(2, 4) × SU(4)。其中，SO(2, 4)在对偶理论两边分
别对应于共形变换和等距群，已经分别在(1.1)和(1.2)这两部分做了详细

的介绍；SU(4)部分在场论这边是超对称生成元的R对称性，而它在弦论

或者低能超引力这边对应于紧致化维度部分S5的转动对称性。费米型对

称性在对偶两边的匹配分析可参见[15]。

• 与反常相关的关联函数。一些关联函数不受量子修正，它们同时不依赖
于’t Hooft耦合常数λ ≡ g2YMN。这些关联函数通常与反常有关，主要包

括与SU(4) R对称性的反常相关的矢量流三点函数和与Weyl反常相关的能

动量张量的两点及三点函数。

• 手征原初算符的谱。在对偶场论这边，按照共形变换对这些算符的共形
维数进行分类，并计算出其表示。文献中主要对单迹算符做了详细的分

9这里的讨论仅限于m2 ≥ 0的情形，相应于只有一种量子化的方案；然而，从公式(1.56)可见AdS空间

中粒子质量平方可以为负值，这样会导致另外一种量子化方案的出现，详细的讨论可参考[25]。
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析。由于在AdS/CFT对应中，场论中规范不变的算符与其对偶超弦理论

中的场有着一一对应的关系。因此，可以计算AdS5×S5中的IIB型超弦的

所有场的谱，并与场论中的讨论比较。然而，至今仍然没有办法对这个

超弦理论做全部的谱分析，在[26]中对AdS5 × S5上紧致的IIB型超引力的

谱做了全面的分析，这个计算过程需要将超引力中10维的场按照S5上合

适的球谐函数做展开。其结果可以按照超共形代数的表示进行分类，与

场论中的分析能很好的匹配。

• 某些算符的关联函数。共形对称性对关联函数的形式有很大限制，这些
特性与共形场论的耦合强度无关，在(1.1)一节中对标量算符的两点及三

点函数已有简略的讨论。N = 4超共形杨-米尔斯理论中算符关联函数的

计算可以在其微扰区进行，应用AdS/CFT对应可以通过微扰弦论的配分

函数来计算该共形场论强耦合区的一些关联函数。

• Wilson圈的计算，它是一个非定域的规范不变的算符。Wilson在1974年[27]

引入该算符时是为了理解QCD的非微扰性质，

W [C] ≡ Tr

[
P exp

(
i

∮
C
A

)]
. (1.58)

从该算符的真空期望值可以计算夸克-反夸克的势能。应用AdS/CFT对应

计算该物理量可以参见原始文献[28, 29]，它将Wilson算符与最小面积联

系起来。

• 模空间的分析。

• 在相关算符或者边缘算符形变的作用下该理论的定性行为。关于质量形
变在对偶理论两边的具体效应将会在(1.4.2)一节中做简单的叙述。

1.4.2 规规规范范范/引引引力力力对对对偶偶偶

Maldacena最初关于AdS/CFT对偶猜想仅限于N = 4的超对称杨-米尔斯理

论与AdS5 × S5空间中的IIB型超弦理论之间的对等，它是一个处于平直时空中

特殊的共形场论(没有引力的量子理论)与弯曲时空中的超弦理论(包含引力的理

论)的对偶猜想。在大N、大λ耦合极限下，AdS5 × S5中的IIB型超弦理论退化

为经典的IIB型超引力。虽然这个特定理论之间的对偶极大的影响了人们对于
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规范理论和引力量子化的认识，但是由于这个对偶的成立是建立在很大的对称

性之上的，它的可应用性因此受到很大的限制。因此，将该对偶猜想做进一步

的推广进而希望它能在更广泛的领域内应用是很有必要的。

有限温度场论与AdS-Schwarzschild黑洞 在N = 4超共形场论中引入温

度会明显地破坏超对称和共形对称性，但是在该对偶猜想中引入温度

对于研究热规范理论以及其它一些重要的物理系统来说具有重要意义。

根据Witten的论述[30]，热规范理论的引力对偶可以通过将AdS5 × S5扩展

到AdS-Schwarzschild黑洞几何来实现。早在AdS/CFT对应建立之前，人们

就已经对AdS-Schwarzschild黑洞热力学的性质做出了重要的研究。特别地，

Hawking和Page在[31]中发现，在临界温度Thp处存在一级相变：热AdS(T <

Thp)和AdS-Schwarzschild黑洞(T > Thp)。Witten在[30]中通过AdS/CFT对应将

这种一级热相变用来解释规范理论的禁闭/退禁闭相变。

准确地讲，AdS-Schwarzschild黑洞对偶于热规范理论10的平衡态；通过这

个对偶关系，规范理论的一些热力学性质如压强、熵、能量密度等可以通过其

对偶引力黑洞的热力学计算而得到[15]。有限温度场论的非平衡态行为(这里仅

限于微小程度的偏离平衡态)可以用线性响应来描述，其核心物理量是推迟格

林函数。在AdS/CFT对偶框架下，可以用对偶引力中的微扰计算来研究有限

温度下强耦合场论的性质。一个有效的计算实时间两点推迟格林函数的方案是

在[33]中提出的，下面以5维AdS-Schwarzschild黑洞几何中的标量场为例说明该

方案。为了便于以后的计算，这里将AdS-Schwarzschild黑洞几何度规写成如下

的形式：

ds2 =
R2

z2

(
−f(z)dt2 + dx⃗2 +

dz2

f(z)

)
,

≡ gzzdz
2 + gµνdx

µdxν (1.59)

f(z) = 1− z4

z2H
, T =

1

πzH
, z ∈ [0, zH ].

其中，z = 0为渐近AdS空间的共形边界，z = zH为黑洞的事件视界。对偶场论

中的标量算符O与该几何中的标量场ϕ相对应，且它在上述黑洞几何中的作用

10关于有限温度场论的基本论述可以参见[32]。
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量为11

S = K

∫
d4x

∫ zH

0

dz
√
−g
[
gzz(∂zϕ)

2 + gµν∂µϕ∂νϕ+m2ϕ2
]
, (1.60)

其中K为归一化常数，与标量场的属性有关；m是标量场的质量参数。线性化

的运动方程为

1√
−g

∂z
(√
−ggzz∂zϕ

)
+ gµν∂µ∂νϕ−m2ϕ = 0. (1.61)

通常，方程(1.61)是在动量空间求解的，做如下傅里叶变换

ϕ(z, x) =

∫
d4k

(2π)4
eik·xfk(z)ϕ0(k), (1.62)

这里的ϕ0(k)由如下的边界条件决定

ϕ(z = 0, x) =

∫
d4k

(2π)4
eik·xϕ0(k). (1.63)

将公式(1.62)代入(1.61)可知fk(z) 由下列方程决定

1√
−g

∂z
(√
−ggzz∂zfk(z)

)
−
(
gµνkµkν +m2

)
fk(z) = 0. (1.64)

fk(z)在z = 0处满足fk(z = 0) = 1的边界条件；它在事件视界z = zH处需满足入

射波的边界条件，这是由计算推迟格林函数这个目的决定的。

将(1.60)中的作用量做分部积分并使用运动方程(1.61)和(1.64)可将标量场

在壳作用量化简到如下的表面项

S =

∫
d4k

(2π)4
ϕ0(−k)F(k, z)ϕ0(k)

∣∣z=zH

z=0
,

F(k, z) = K
√
−ggzzf−k(z)∂zfk(z).

(1.65)

在应用AdS/CFT对偶方案(1.54)计算关联函数时需要注意，为了使得到的推迟

格林函数满足其一般属性，只需要保留因子F(k, z)在边界z = 0的取值，即

GR(k) = −2F(k, z)
∣∣
z=0

(1.66)

11得到该作用量时已经将紧致化维度部分S5的积分因子包含在K中，而且为简单起见不考虑标量场

在S5上的激发。
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从全息对偶方案(1.54)出发并加入一些物理的考虑从而得到的推迟格林函数的

公式(1.66)是应用AdS/CFT对应及其推广计算一些物理量的重要工具，该方案

的进一步讨论可参见[34]。

基础表示物质场的引入 N = 4超对称杨-米尔斯理论只包含属于规范群SU(N)

伴随表示的场，与QCD理论类比可知：在该规范理论中引入处于规范群基础表

示的物质场是很有意义的。它是在[35]中通过在D3-brane对应的超引力背景中

引入另外的探测D-brane来实现的，文献中通常称这一过程为“在AdS/CFT中

加入味道”。下面以D3/D7模型为例简单说明该观念的实现，表格(1.1)表示

味道D7-brane在D3-brane对应的AdS背景中的排列构型 记Nf为加入的D7-

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D3 × × × ×
D7 × × × × × × × ×

表 1.1: D3/D7模型

brane的数目，当Nf << N时，D7-brane对背景超引力几何的影响可以忽略

不计，文献中也称之为探测极限。D3/D7系统在AdS/CFT对应的的研究中

引起了广泛的兴趣，主要包括QCD引力对偶及介子质量谱、手征对称性破

缺、夸克物质的相变、味道输运性质、p波超导体等等，有关内容的详细讨

论可参考综述[8, 36]。如果只限于讨论D7-brane上的动力学，D3/D7系统可以

用D7-brane在AdS5 × S5中的有效作用量来描写

SD7 = SDBI + SCS. (1.67)

上式中各部分的具体表达形式可以将公式(1.40)和(1.41)应用于D7-brane而得

到。有关该系统更详细的描述可参见[37]。

有限密度与化学势 在AdS/CFT对应中引入物质电荷密度与化学势是该对偶的

另一种很重要的推广，在研究夸克胶子等离子体、强耦合凝聚态系统、量子相

变等问题中是至关重要的。在AdS/CFT中引入基础表示的物质场以后，可以

在D7-brane的world-volume上的规范场U(Nf ) ≃ U(1)B × SU(Nf )中适当的给予

规范场某些分量的背景值。具体说来，当赋予U(1)B部分如下的背景时

At(r) ̸= 0, ∂rAt(r) ̸= 0, (1.68)
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就引入了U(1)B相应的重子荷及其相应的重子化学势。规范势At(r)的构型

由D7-brane的作用量来决定；在AdS空间的共形边界r =∞处有渐近行为

At(r)
r→∞
≈ µB +

dt
r2

+O( 1
r4
). (1.69)

这里，µB应当理解为重子荷密度，dt是相应的化学势。规范场的其它分量

如Ax,y,z(r) 也可以赋予相应的背景值，然而AdS共形边界上对偶场论的平移

对称性通常要求这些背景场只依赖于全息坐标r。这些规范势的各个分量

在r = ∞处的渐进行为可以和At分量有类似的分析，这里不再赘述。如果赋予

非阿贝尔SU(Nf )部分规范势时间分量的背景，文献中习惯性地将其对应于同

位旋化学势和荷密度，用D3/D7模型构建p波超导体就是这样一个例子。

一般Dp-brane的几何 Maldacena在其AdS/CFT对偶猜想时主要考虑了D3-

brane的情形，它的特殊性在于gs不依赖于全息坐标r。在(1.3.2)一节中已经

列出了一般Dp-brane所对应的第II类超引力的解，见公式(1.43)。在近视界

极限下，这些度规是不同于AdS空间的，这与一般Dp-brane上的低能有效场

论不是共形的这一事实是一致的。可以对一般的Dp-brane做与D3-brane相似

的分析，从而将Maldacena最原始的对偶猜想推广到其它维数的时空中[38]。

Dp-brane的world-volume上规范理论的耦合常数由下式确定

g2YM = 2(2π)p−2gsl
p−3
s . (1.70)

如果考虑退耦极限ls → 0(同时固定能量和gYM)，对应于不同的参数选取，该系

统应当按照不同的理论进行描述。文献[38]对一般的情形做了分析并用合适的

参数做出了该系统对应于不同的维数需要用何种理论描述的相图。在对偶场论

中定义如下无量纲的耦合常数

g2eff ∼ g2YMNu
p−3, u ≡ r

α′ . (1.71)

这个相图正是按照{N, geff}这两个无量纲的参数来描述的，这里的u对应于能
量标度，关于相图的具体论述可以参看[38]。

唯象引力模型 AdS/CFT对应的另一个大胆推广是所谓的应用AdS/CFT，通

俗的讲就是用最小的引力模型来模拟一些强耦合现象，如高温超导行为、量子

临界行为、非费米液体及费米面等，将非引力问题几何化，同时将这些强关联

现象中的对称性表达成引力几何度规的对称性。这些模型主要用来理解凝聚态

物理中的一些难以用传统方法处理的物理现象[9, 10, 39]。根据Hartnoll在[10]中
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的论述，应用性的AdS/CFT对应中所需要的最小理论框架为：

d维时空中的大N规范理论←→ (d+1)维时空中的经典引力理论.

d维时空中场论的整体对称性←→ (d+1)维时空中的经典引力的规范对称性.

由于凝聚态物理中经常研究有限密度有限温度的体系，在应用AdS/CFT的

框架下可以在引力模型中引入U(1)规范场来实现密度的引力对偶，有限温度可

以通过在几何中加入黑洞来实现。这样的一个最小引力模型具有如下的作用量

S =

∫
dd+1x

√
−g
{

1

2κ2

(
R +

d(d− 1)

L2

)
− 1

4g2
F 2

}
, (1.72)

其中，F = dA, A = Atdt。上述引力系统是处于一个具有负宇宙学常数Λ =

−d(d − 1)/2L2的时空中，这是AdS/CFT对应的一个关键之处。它的一个包

含Schwarzschild 黑洞的解析解就是所谓的RN-AdSd+1黑洞，它在AdS/CFT对

应的应用研究中引起了广发的关注，特别是在用于研究量子临界输运和非费米

液体的引力实现中。

另外一个重要的唯象模型是关于高温超导体的引力对偶，也称为全

息超导[40, 41]。它是基于渐近AdS黑洞中无毛定理的研究[42, 43]而构建的。

Gubser在[43]中指出：考虑RN-AdS黑洞时空中阿贝尔Higgs模型，当黑洞的电

荷和标量场的电荷均足够大而它们的质量却足够小时，在黑洞视界附近阿贝

尔Higgs模型会出现自发对称性破缺。如果将这种自发破缺的对称性与电磁场

中的U(1)对应，它表明黑洞视界类似于超导体。这一模型在[40, 41]中又做了详

细的研究，并给出了对称性破缺相下的基态及其一些重要性质。

以上所讨论的引力模型都具有渐近AdS的形式，也就是说这些几何在共形

边界上趋于AdS时空。从全息重整化的角度讲，渐近AdS时空对偶于一个高能

区的共形场论，它是该系统的一个紫外不动点，而且它有相对论对称性。能

否用规范/引力对偶的思想对低能区的非相对论系统的物理特性做出一些研

究不仅具有现实意义而且能对该对偶猜想的一般性作出窥探。文章[44]构建

了Lifshitz固定点的引力对偶实现。按照文献[10]中的论述，这个引力系统具有

如下形式的度规

ds2 = L2

(
−r2zdt2 + r2

d∑
i=1

dx2i +
dr2

r2

)
. (1.73)

该度规具有如下的标度对称性

t→ λzt, xi → λxi.
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这个几何在[45]中被用于实现凝聚态物理中的奇异金属行为，并得到了很多重

要的结论。该模型在凝聚态物理中的相关问题研究中引起了人们广泛的关注。

虽然上述这些全息模型在某些方面能够很好的描述凝聚态系统中的重要概

念，但是由于它们终究只是一个唯象模型，其对偶场论的具体内容仍然不是很

清楚，这些是唯象模型的主要缺陷。文献中习惯将规范/引力对偶的应用模型

分为下列两大类：

(1)Top-Down模型，这类模型一般是根据一个完整的超弦、M-理论或者规

范的超引力模型出发建立一个在对偶两边均比较清楚的AdS/CFT对应框架。

一般说来这类模型要求的对称性较多，对于实际物理系统有较大的限制。然

而，其对偶场论一边是可以理解的。

(2)Bottom-Up模型，与上一类模型恰恰想反，它是为了描述某一些物理现

象而假设的最小引力框架，在规范/引力对偶的应用中具有很高的实用价值，

尽管它在对偶场论边的信息不充分。

在这篇论文中，我们将交互使用这两类模型进行一些应用研究。一方面对

这两类模型进行比较，同时也对规范/引力对偶在强耦合问题中的普适性做出

一些评估。



第第第二二二章章章 强强强耦耦耦合合合夸夸夸克克克胶胶胶子子子等等等离离离子子子体体体的的的引引引力力力对对对偶偶偶

本章将应用规范/引力对偶这个强有力的数学工具来研究夸克胶子等离子

体(quark-gluon plasma)的一些重要性质。夸克胶子等离子体是量子色动力学在

极端高温高密度条件下的一种状态，也称为夸克汤(quark soup)，由渐近自由

的夸克和胶子组成。在夸克物质的相图上，夸克胶子等离子体位于高温高密度

区域，而普通物质是一种由核与真空组成的冷且稀薄的混合物，假想的夸克星

是由相对较冷但却很密集的夸克物质组成。Brookhaven国家实验室的相对论重

离子碰撞(RHIC)实验和欧洲核子中心的ALICE实验是目前研究极端高能量高

密度下夸克物质属性的最重要的两个实验。虽然到目前为止，夸克胶子等离子

体只是一个理论概念，但是一些实验数据和理论分析均强有力的支持它的存

在；并且，这些研究表明它在一些行为上是一种强耦合的近乎理想的流体。这

是规范/引力对偶能够应用于研究夸克胶子等离子性质的主要原因。

2.1 夸夸夸克克克胶胶胶子子子等等等离离离子子子体体体与与与全全全息息息模模模型型型

这一节简单陈述从RHIC实验数据得出的关于夸克胶子等离子体的一些重

要性质，这些内容主要依赖于[46, 47]。此外，我将简要回顾全息对偶方法在描

述夸克胶子等离子体性质方面的一些主要进展。

2.1.1 夸夸夸克克克胶胶胶子子子等等等离离离子子子体体体性性性质质质概概概述述述

从RHIC实验中观测到的粒子谱的软部分(pt < 2GeV )和硬部分(pt >

2GeV )的相关数据分析可知夸克胶子等离子体具有如下性质：

从普通物质到夸克胶子等离子体的相变发生于一个普适的温度Tc ≈ 170MeV

附近，这与预期的临界温度是一致的。流体动力学方面，夸克胶子等离子

体的的状态方程(压强作为能量密度的函数)的参数可以由这些实验数据确

定，例如QCD的相变潜热约为800MeV/fm3。这些实验数据进一步的证实

了所预期的在相变区域以上状态方程p ≈ ϵ/3。与上述这些属性相比，夸克

胶子等离子体的输运性质与所预期的完全不一致。为了维持所观测到的集

体性程度(degree of collectivity)所需要的组分重散射比微扰QCD所预测
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的大1 ∼ 2个量级。而且，夸克胶子等离子体的粘滞系数η与熵密度s比值约

为η/s ≈ 1/10，这使得它很接近于理想流体的值。

在很长的一段时间里，夸克胶子等离子体被认为是一种由相互作用比较

弱的准粒子组成的气体。基于这一观念，大量的理论工作集中于如何提炼

热QCD在高温区的微扰计算来研究夸克胶子等离子体的热力学和动力学。然而

这一观点却受到下列论述的挑战：

(1)在临界温度Tc之上禁闭和手征对称性破缺消失，然而却没有大量的自由荷来

生成较大的Debye质量。

(2)流体动力学在研究夸克胶子等离子体的性质时取得了很大的成功，然而用各

种配分子级联弱耦合的模型来描述这种等离子体是明显失败的。

(3)格点QCD的计算表明，在临界温度Tc附近最低能量的粲夸克偶素束缚态并

不熔化，而且至少可以在T ∼ 2Tc温度以下存在。类似地，由轻夸克组成的束

缚态可以在夸克胶子等离子体相中存在。

以上这些论述告诉我们：夸克胶子等离子体的准粒子在几个Tc附近有较强

的相互作用，这是与很长一段时间的认识不一致的；因此，可以将QCD的这种

状态称为强耦合的夸克胶子等离子体。

夸克胶子等离子体的一个重要特性在于它具有集体流行为(collective

flows)。实际上，重离子碰撞的最初目标并不仅仅是为了增加每个事例所产生

的次级产物粒子数目；这一项目同时也为了能在动力学上达到比系统尺寸L更

小的另一个不同能区，由一个更小的微观尺度l来标记(如平均自由程)。如果达

到这一目标，就可以将重离子碰撞产生的火球当做宏观实体来处理，可以研究

它的热力学和流体动力学。实际上，统计模型在描述重离子碰撞方面是很成功

的。由于这一行为的具体描述与本论文的研究内容没有直接关系，这里不再做

详细讨论，可参考[46, 47]。有关夸克胶子等离子体的唯象方面的系统叙述，可

以参考文献[8]中的第二部分。

2.1.2 夸夸夸克克克胶胶胶子子子等等等离离离子子子体体体的的的全全全息息息模模模型型型简简简介介介

由于夸克胶子等离子体是一种强耦合的体系，微扰QCD的计算自然不能满

足要求；格点QCD的方法虽然能够对热QCD的一些热力学性质做出计算，但

是它在处理其它诸如动力学属性方面仍然具有很大的挑战性。格点QCD方法

内在的欧几里得特性(它使用虚时间的形式)使得夸克胶子等离子体的很多属性
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很难用格点的方法来研究。目前，仍然没有一个解析的方法来系统的处理非微

扰QCD。规范/引力对偶是一个强有力的数学工具：它将强耦合的规范理论与

弱耦合的超弦理论等价起来，因此它为我们提供了一个研究夸克胶子等离子体

这种强耦合系统的可能的数学工具。如果将N = 4超对称杨-米尔斯理论推广到

有限温度情形，可以将其简单的视为与夸克胶子等离子体相类似的一个模型，

应用规范/引力对偶研究这个玩具模型可以得到如下结论：

(1)通过全息的方法计算零温下Wilson圈的真空期望值可以得到静态夸克-反

夸克的势能V (r)，在’t Hooft耦合常数λ >> 1时，它符合一个修改过的库伦定

律[28, 29]

V (r) = − 4π2

Γ(1/4)4

√
λ

r
(2.1)

(2)在λ >> 1的极限下，它的自由能可以表达成如下的形式[48]

F (T,N, λ) =

(
3

4
+O

(
1

λ3/2

))
F (T,N, 0), F (T,N, 0) = N2T. (2.2)

其中，F (T,N, 0)对应于自由理论的自由能。

(3)有限温度下，重夸克势能完全被屏蔽在Debye半径之内，而且这个半径具

有1/T的量级。这就导致了质量量级为∼
√
λT的准粒子的存在。

(4)剪切粘滞系数η很小，与熵密度s的比值有如下关系式[49]，

η

s
=

1

4π
. (2.3)

这一数值与实验测得的1/10很接近。实际上，研究发现强耦合物质的粘滞系数

异常的小，这使得即使在很小的空间尺度上也能用流体动力学来描述它。公

式(2.3)是规范/引力对偶应用于研究强耦合夸克胶子等离子体的一个很重要的

结论，最新的研究结果表明该公式具有一定的普适性[50–52]。

综合以上研究结果，可以做出如下论断：虽然在零温下的N = 4超对称

杨-米尔斯理论和QCD理论具有很大的区别，然而由于有限温度明显的破坏超

对称性和共形对称性，我们有理由相信N = 4超对称杨-米尔斯理论与QCD理

论具有一些相似的属性，因此可用来研究夸克胶子等离子体的一些性质。除了

有限温度下的N = 4超对称杨-米尔斯理论及其引力对偶外，还有其它一些模型

用于研究夸克胶子等离子体，作为本节的结尾和后文叙述的方便，下面将简略

的介绍这些全息QCD模型。这些模型更好地包含了QCD的手征对称性破缺和
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禁闭/退禁闭相变，从而使规范/引力对偶的描述更接近于QCD理论。

有限温度的D3/D7模型

零温下的D3/D7模型已经在1.4.2一节中有所描述，很容易将其推广到有限

温度的情形。其中，D3-brane与D7-brane的位型仍如表1.1中所示；有限温度

下D3-brane所对应的超引力几何为1

ds2 =
1

2

(u0ρ
L

)[
−f

2

f̃
dt2 + f̃dx⃗2

]
+
L2

ρ2
[
dρ2 + ρ2dΩ2

5

]
,

f(ρ) = 1− 1

ρ4
, f̃(ρ) = 1 +

1

ρ4
.

(2.4)

其中紧致化维度部分可以做如下参数化

dρ2 + ρ2dΩ2
5 = dρ2 + ρ2

(
dθ2 + sin2 θdΩ2

3 + cos2 θdϕ2
)

= dr2 + r2dΩ2
3 + dR2 +R2dϕ2

(2.5)

这里，(R, ϕ)代表89方向的坐标。D7-brane在上述黑洞几何的构型由χ(ρ) =

cos θ(ρ)表达。这样，上述黑洞几何在D7-brane的world-volume上的诱导度规为

ds2 =
1

2

(u0ρ
L

)[
−f

2

f̃
dt2 + f̃dx⃗2

]
+

(
L2

ρ2
+

L2χ̇2

1− χ2

)
dρ2+L2

(
1− χ2

)
dΩ2

3, (2.6)

其中，χ̇ ≡ dχ/dρ。数学上讲，D7-brane的构型由其在上述几何中的作用量取

极值得到，χ(ρ)满足二阶非线性的常微分方程，一般情形下没有解析解，详细

的讨论可见[53]。

当ρ→∞时，χ(ρ)有如下的渐近行为

χ(ρ) ≈ m

ρ
+

c

ρ3
, (2.7)

利用规范/引力对偶的方案可知系数m, c通过下列关系式与夸克质量Mq和凝

聚⟨Om⟩相联系

Mq =
u0m

23/2πl2s
=

1

2

√
λTm,

⟨Om⟩ = −23/2π3l2sNfTD7u
3
0c = −

1

8

√
λNfNT

3c.

(2.8)

通过对χ(ρ)满足方程的讨论可以将D7-brane在D3-brane的背景黑洞中的构型分

为如下三类：

1这里采用[53]中的习惯。
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(1)闵氏嵌入(Minkowski embedding)，对应于T/Mq较小的情况，这时D3-brane黑

洞的引力吸引作用不足以将D7-brane拖入黑洞视界内。因此，D7-brane光滑地

终止于黑洞视界外，而且诱导度规(2.6)没有黑洞视界。

(2)临界嵌入(Critical embedding)，它表示D7-brane恰好终止于黑洞视界处，代

表一种临界行为。

(3)黑洞嵌入(Black hole embedding)，这种情形对应于较大的T/Mq，这时黑洞

的温度足够高，能够将D7-brane拖入黑洞视界内。而且，在D7-brane的world-

volume上的诱导度规(2.6)有黑洞视界。

图2.1示意性的描绘了随着温度的升高D7-brane在各种嵌入方式间的相互转变。

图 2.1: D7-brane在D3-brane的黑洞背景时空中的构型。从左到右表示随着黑洞

温度的升高，D7-brane的构型由闵氏嵌入相变到黑洞嵌入。此图来源于[8]。

通过对该系统热力学的研究发现，D7-brane的构型从闵氏嵌入到黑洞嵌

入的转变是一个不连续变化的过程，对应于一级相变。具体地讲，当黑洞温

度相对于夸克质量Mq来说较低时闵氏嵌入是热力学稳定的，研究玻色激发(对

应于介子谱)可以证明在闵氏嵌入的构型下这些介子模式以稳定的束缚态形式

存在；反之，当黑洞温度升高到临界值时，黑洞嵌入的构型是热力学稳定的，

介子通过熔化成为夸克胶子等离子态，可以用准正常模式的概念来描述它们。

然而，上述一级相变并不对应于禁闭/退禁闭相变；实际上，由于D3-brane的

黑洞背景时空的存在，该一级相变中的两相均处于胶子退禁闭相中。通过D7-

brane上的介子模式的计算，可以将这个一级相变对应于重夸克偶素介子的解

离(dissociation)，文献中习惯将这一相变与QCD的手征相变相联系。关于介子

在这个一级相变过程中的行为转变的详细讨论可以参考[8]。
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上述系统在温度变化下的相变行为是在两参数空间(Mq, T )中讨论的，进一

步的研究表明在该全息模型中加入外场(如重子数密度和化学式、磁场以及电

流)可以改变相变的临界温度，同时也会对该相变的基本属性有所改变，相关

的研究可以参考原始文献[54–58]。

AdS/QCD模型

自从规范/引力对偶被发现后，人们希望它能够在研究QCD的低能物理行为中

有所帮助，AdS/QCD模型[59, 60]就是为了这个目的而被提出的。其主要思想

在于从QCD理论出发，尝试建立其五维的全息引力对偶。然而，低能QCD的

禁闭和手征对称性破缺是该理论的两个重要性质，AdS/QCD模型正是在考虑

到QCD的这两个性质的基础上建立起来的。考虑一个纯粹AdS5的时空，将第

五维坐标(全息坐标)在红外区域做截断处理

ds2 =
1

z2
(
−dt2 + dx⃗2 + dz2

)
, 0 < z < zm. (2.9)

根据全息对偶原理，第五维坐标z对应于场论中的能量标度，它与QCD中的转

移动量平方Q2有如下关联

Q ∼ 1

z
. (2.10)

可见，截断zm相当于在QCD的红外区引入标度Qm ∼ 1/zm。如同D3/D7模型，

为了研究强子的行为，需要在上述背景中引入夸克场和描述手征对称性破缺的

序参量，这些场与QCD中的算符的对应形式如表2.1。 在bulk中，上述场的动

4D:O(x) 5D:ϕ(x, z) ∆ m2
5

q̄Lγ
µtaqL Aa

Lµ 3 0

q̄Rγ
µtaqR Aa

Lµ 3 0

q̄αRq
β
L (2/z)Xαβ 3 -3

表 2.1: AdS/QCD模型中的场与算符对应关系

力学由下面的作用量来决定

S =

∫
d5x
√
−gTr

{
|DX|2 + 3|X|2 − 1

4g2s

(
F 2
L + F 2

R

)}
,

AL,R = Aa
L,Rt

a, DµX = ∂µX − iALµX + iXARµ,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − i[Aµ, Aν ].

(2.11)
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作用量中的场X用来描述QCD中的手征对称性，它在AdS边界处z = 0的渐近行

为如下

X(z) ≈ 1

2
Mz +

1

2
Σz3, z → 0. (2.12)

根据全息对偶方案可知，m和Σ分别对应于夸克质量矩阵和手征凝聚。同

时，通过研究这些场的经典动力学可以对应实验中的介子质量谱，研究发

现[59, 60]该模型能够较好的描述这些介子激发态。然而，该模型的一个理论

缺陷在于它在红外能区的截断是人为引入的，同时它不能解释强子谱的线性

禁闭行为。这两个问题的进一步解决是在[61] 中通过引入一个非平庸的伸缩

子Φ(x)使得AdS5的度规在红外能区有一个有效的截断，作用量(2.11)相应地做

如下修改

S =

∫
d5xe−Φ(x)

√
−gTr

{
|DX|2 + 3|X|2 − 1

4g2s

(
F 2
L + F 2

R

)}
. (2.13)

这个模型(2.13)在文献中称为软墙截断的AdS/QCD模型(soft-wall AdS/QCD

model)，而在度规的红外区人为的引入截断的模型(2.11)习惯性的称为硬墙截

断的AdS/QCD模型(hard-wall AdS/QCD model)。本论文中将利用这两个模型

分别研究电磁信号和磁场诱导的超导相变。

Sakai-Sugimoto模型

虽然上面的两类全息QCD模型能在一定程度上较好的描述QCD的一些现

象，但是它们或多或少的有一些不足。例如，D3/D7模型不能描述QCD的禁

闭；AdS/QCD模型是唯象的模型，没有一个基本的理论框架保证其理论的

完整性，是一种Bottom-Up的建构方式。一个既能够很好的描述低能QCD的

介子谱、手征相变、禁闭/退禁闭相变，又具有完整的理论基础的模型是

由Sakai和Sugimoto在Witten关于禁闭/退禁闭相变的全息描述[30]的基础上建

立起来的，文献中习惯称其为Sakai-Sugimoto模型[62, 63]。它是在D4-brane所

对应的IIA型超引力几何中引入适当构型的味道D8/D8-brane实现的，具体的构

型见表2.2。 Sakai和Sugimoto在[62, 63]中将该模型用于描述强子物理并做了全

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D4 × × × × ×
D8/D8 × × × × × × × × ×

表 2.2: Sakai-Sugimoto模型
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面的研究，即他们的研究主要集中在禁闭相中，可概括为如下这些方面：

(1)介子质量谱的计算。利用D8-brane的低能有效作用量，介子谱中有无质

量的Π介子，对应于手征对称性破缺而产生的Nambu-Goldstone玻色子。

(2)Π介子的低能有效作用量可以从D8-brane的低能有效作用量中得到，它

包含手征拉矢量形式中的动能项和Skyrme项。

(3)动力学重子可以通过特定的D-brane构型来实现，与Skyrmion等同。

(4)最轻的矢量介子的有效作用量。

(5)Kawarabayashi-Suzuki-Riazuddin-Fayyazuddin关系式的实现。

(6)反常与Wess-Zumino-Witten项。

(7)η′介子的质量，满足Witten-Veneziano关系式。

(8)Π介子、矢量介子以及外加规范场间的相互作用。

根据Witten在[30]中的论述，D4-brane在10维时空中对应的IIA型超引力可

以有两种不同的解：渐近的AdS黑洞时空和渐近的AdS孤子(soliton)；它们分别

对应于大N规范理论的退禁闭相和禁闭相。具体说来，当温度较高时，系统处

于退禁闭相，对应于D4-brane的黑洞几何解

ds2 =

(
u

R4

)3/2 (
−f(u)dt2 + dx⃗2 + dx24

)
+

(
R4

u

)3/2(
du2

f(r)
+ u2dΩ2

4

)
,

eΦ = gs

(
u

R4

)3/4

, f(u) = 1−
(uT
u

)3
, T =

3u
1/3
T

4πR
3/2
4

;

(2.14)

在临界温度以下，可以将上述几何中的t与x4交换角色得到如下的孤子几何

ds2 =

(
u

R4

)3/2 (
−dt2 + dx⃗2 + f(u)dx24

)
+

(
R4

u

)3/2(
du2

f(u)
+ u2dΩ2

4

)
,

f(u) = 1−
(uΛ
u

)3
, R3

4 = πgsNl
3
s .

(2.15)

Sakai-Sugimoto模型中的退禁闭相变与手征相变在[64]中有详细的讨论。在

临界温度Td = 1
2πR
处，系统发生禁闭↔退禁闭的相变，相应于上述两几何背

景间的转换，可以用图2.2来示意。 从图中不难看出，在禁闭相中，几何背

景(2.15)在(x4, u)平面上的具有cigar的拓扑结构，坐标u的最小值取在cigar的底

部u = uΛ处；为了消除在该处的坐标奇异，x4需要有如下的周期性

x4 ∼ x4 + 2πR, 2πR =
4πR

3/2
4

3u
1/2
Λ

.
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图 2.2: 在(t, u)和(x4, u)平面上，Sakai-Sugimoto模型在禁闭相(low temperature

phase)和退禁闭相(high temperature phase)的拓扑结构示意图，对应于D4-

brane的两种不同几何(2.14)与(2.15)间的转变，其中β = 1/T。此图取自于[64]。

可以将t坐标周期化t ∼ t+β，几何(2.15)描述的是温度低于Td = 1/β 规范理论。

在退禁闭相中，将t与x4交换角色后可有类似的分析。

由于在禁闭相中D4-brane的几何在(x4, u)平面上具有cigar的拓扑结构，

味道D8/D̄8-brane在该相中必然会连接在一起，它几何化的说明在Sakai-

Sugimoto模型的禁闭相中手征对称性必然破缺，可用示意图2.3中的左边面板表

示。示意图2.3的中间面板描述Sakai-Sugimoto模型的中间温度区域的相变情况：

退禁闭/手征对称性破缺相。示意图2.3的右边面板描述Sakai-Sugimoto模型的

高温区域：退禁闭/手征对称性恢复相。这时，在(x4, u)平面上D8/D̄8-brane在

该相中为插入D4-brane 黑洞几何的平行的直线构型。

虽然Sakai-Sugimoto模型是一个很成功的全息QCD模型，但是它的一个不

足之处在于：由于它根源于10 维超引力，对应的能谱中有KK模式的激发，与

已知的低能QCD唯象不相符。为了解决这个问题，非临界维数时空中的超引力

模型被引入到构建更实际的全息QCD模型中，特别是在6维时空中的AdS6超引

力的构建[66–68]。考虑d维时空中只有Dp-brane 作为源的超引力，其作用量为

S =
1

2κ2d

∫
ddx
√
−g

{
e−2Φ

(
R+ 4∂µΦ∂µΦ +

c

α′

)
− 1

2

∑
p

|Fp+2|2
}
,

c

α′ =
10− d
α′ , Fp+2 = dCp+1,

(2.16)

其中，c是非临界维数的中心荷项，Cp+1是与Dp-brane耦合的RR (p+1)形式场。

除了由于非临界时空维数引入的中心荷外，该作用量与求解black p-brane时所
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图 2.3: Sakai-Sugimoto模型在低温(左边面板)、中间温度区(中间面板)、

高温区(右边面板)的相图示意。其中，黑色线条表示D4-brane的几何

在(t, u)及(x4, u)平面上的拓扑结构，蓝色线条代表D8/D̄8-brane在该几何背

景中嵌入构型在(t, u)及(x4, u)平面上的拓扑结构。此图取自于[65]。

用的作用量一致。限制于6维时空中D4-brnae对应的超引力背景，在高温退禁

闭相，可以用如下的超引力解来描述

ds2 =

(
u

R4

)2 (
−f(u)dt2 + dx⃗2 + dx24

)
+

(
R4

u

)2
du2

f(u)
,

F6 = N

(
u

R4

)4

dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ du ∧ dx4,

eΦ =
2
√
2√

3N
, R2 =

15

2
, f(u) = 1−

(uT
u

)5
, T =

5uT
4πR2

4

;

(2.17)

在低温的禁闭相，交换t与x4的角色得到如下几何背景

ds2 =

(
u

R4

)2 (
−dt2 + dx⃗2 + f(u)dx24

)
+

(
R4

u

)2
du2

f(u)
,

f(u) = 1−
(uΛ
u

)5
, x4 ∼ x4 + 2πR, R =

2R2
4

5uΛ
.

(2.18)

为了引入基础表示物质场，可以在上述超引力中加入D4/D4-brane，并形成如

表2.3所示的构型。

本论文中将这种全息QCD模型称为非临界的Sakai-Sugimoto模型，它的相

图结构与临界维数的Sakai-Sugimoto模型很相似。这两个模型的主要区别与联

系总结如下[67]：

(1)非临界超引力框架下建立的模型没有相应于内部紧致空间的KK模式，
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t x1 x2 x3 x4 u

D4 × × × × ×
D4/D4 × × × × ×

表 2.3: 非临界Sakai-Sugimoto模型

使得它与低能QCD的唯象更近一步。

(2)在低能量区域(< R−1)，这个非临界维数时空中的超引力对偶于4维

闵氏时空中的大N规范理论。而且，与原始的AdS/CFT对应相比，这里的’t

Hooft耦合参数λ ∼ 1，不需要很大。

(3)非临界的模型中胶球质量谱与Sakai-Sugimoto模型中的结果相似，但是

胶球态2++, 1++, 0++在Sakai-Sugimoto模型中的简并在这个模型下被解开。

(4)在非临界超引力中，伸缩子为常数，使得它的对偶场论在高能区不需要

像Sakai-Sugimoto模型那样要提升到M5-brane来描述。

本章中我将集中于研究全息夸克胶子等离子体在较高温度区域的一些

重要信号，因此我们期望其对偶超引力几何为渐近AdS空间的黑洞；同时，

我们的讨论类似于热QCD中的淬火近似(quenched approximation)，即忽略味

道D-brane对于原始超引力几何的影响，这在Nf << N的极限下是合理的，关

于味道D-brane反作用的影响可以参考[69]。

2.2 流流流体体体动动动力力力学学学与与与重重重夸夸夸克克克扩扩扩散散散

规范/引力对偶在研究强耦合的夸克胶子等离子体方面是颇有成效的，其

基本目的在于通过这一强弱对偶的数学工具来探测该系统的一些普适属性(如

剪切粘滞系数与熵密度比值)以及夸克胶子等离子体的其它一些重要信号。然

而文献中的研究多集中于热QCD的临界弦论对偶或是一些唯象的AdS/QCD模

型。基于6维时空中AdS6超引力而构建的非临界Sakai-Sugimoto模型能够很好

的描述低能QCD的一些唯象，该模型的热力学性质及相变分析在[70]有详细的

讨论。这一节我将在流体动力学方面对这一模型做细致的研究，本节可作为文

献中相关研究的补充，其主要内容主要依赖于[71]。
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2.2.1 D4/D4-brane的的的动动动力力力学学学

考虑非临界Sakai-Sugimoto模型的高温退禁闭/手征对称性恢复相，它

的超引力对偶为在AdS6黑洞几何(2.17)中加入以平行方式嵌入到该几何背

景的D4/D4-brane。为了以后计算的方便，将公式(2.17)中的全息坐标作替

换u→ uT/u

ds2 =

(
uT
R4

)2
1

u2
(
−f(u)dt2 + dx⃗2 + dx24

)
+

(
R4

u

)2
du2

f(u)
,

f(u) = 1− u5, u ∈ [0, 1],

(2.19)

这里，u = 0代表渐近AdS6黑洞的边界，u = 1是其事件视界所在处。在手

征对称性恢复相下，D4/D4-brane在上述几何背景中的嵌入方式是平庸的，

即dx4/du = 0。从(1.3.2)中的讨论可知，D4/D4-brane在上述背景中的动力学由

公式(1.40)和(1.41)两部分组成。在手征对称性恢复相下，Wess-Zumino部分的

贡献为零，而且D4/D4-brane的world-volume上的规范场和标量场模式是相互

退耦的。如果只考虑U(1)部分，可以将DBI部分作用量(1.40)展开到规范场和

标量场涨落的二次方

S = Sgauge + Sscalar, (2.20)

其中，规范场部分的作用量Sgauge为

Sgauge = −
(2πl2s)

2

4

T4Nf

eΦ

∫
d4xdu

√
− det g̃FαβF

αβ,

Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα, α, β ∈ {t, x1, x2, x3, u};
(2.21)

标量场部分作用量Sscalar为

Sscalar = −
T4Nf

2eΦ

(
uT
R4

)2 ∫
d4xdu

√
− det g̃

1

u2
g̃αβ∂αφ∂βφ, (2.22)

其中，g̃是D4/D4-brane的world-volume上的诱导度规

ds2 =

(
uT
R4

)2
1

u2
(
−f(u)dt2 + dx⃗2

)
+

(
R4

u

)2
du2

f(u)
. (2.23)



第二章 强耦合夸克胶子等离子体的引力对偶 39

从作用量(2.21)和(2.22)可得到规范场Aα(xµ, u)满足的Maxwell方程和标量

场φ(xµ, u)满足的Klein-Gordon方程如下:

Aα(xµ, u) : ∂α

(√
− det g̃g̃αγ g̃βδFγδ

)
= 0,

φ(xµ, u) : ∂α

(√
− det g̃effg̃

αβ∂βφ
)
= 0,

α, β, γ, δ ∈ {xµ, u},
√
− det g̃eff =

√
− det g̃

1

u2
.

(2.24)

由于规范对称性，可以选取特定的规范以减少冗余的自由度；这里，我们采用

常用的轴规范：Au(xµ, u) = 0。为了计算动量空间的格林函数，将这些涨落模

式在xµ空间中做如下傅里叶变换

Aµ(xµ, u) =

∫
d4k

(2π)4
eik·xAµ(kµ, u),

φ(xµ, u) =

∫
d4k

(2π)4
eik·xφ(kµ, u),

kµ = (−ω, q, 0, 0).

(2.25)

上式中，利用对偶场论的SO(3)转动对称性，我们不失一般性地将动量选取

在x方向上。在动量空间，运动方程(2.24)具有如下明显形式

E ′′
T +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u

]
E ′

T +
ω̃2 − q̃2f(u)

f(u)2
ET = 0,

E ′′
L +

[
ω̃2

ω̃2 − q̃2f(u)
f ′(u)

f(u)
− 1

u

]
E ′

L +
ω̃2 − q̃2f(u)

f(u)2
EL = 0,

φ′′ +

[
f ′(u)

f(u)
− 5

u

]
φ′ +

ω̃2 − q̃2f(u)
f(u)2

φ = 0,

(2.26)

式中分别定义了横向和纵向电场强度ET , EL如下

ET = Ey,z = ωAy,z, EL = ωAx + qAt

而且方程中无量纲动量为

ω̃ =
ω

0.8πT
, q̃ =

q

0.8πT
,

为了按照在(1.4.2)中描述的方案计算场论中算符的推迟格林函数，我

们需要将作用量写成公式(1.65)的形式，这可以通过利用运动方程(2.24) 并
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对(2.21)和(2.22)做分部积分得到。对于规范场部分，

Sgauge =
(2πl2s)

2

2

T4NfR4

eΦ

∫
d4k

(2π)4
1

u

{
f(u)

ω̃2 − q̃2f(u)
EL(−k, u)∂uEL(k, u)+

f(u)

ω̃2
(Ey(−k, u)∂uEy(k, u) + Ez(−k, u)∂uEz(k, u))

} ∣∣∣∣u=1

u=0

;(2.27)

对于标量场部分

Sscalar = −
T4Nf

2eΦ
u6T
R7

4

∫
d4k

(2π)4
f(u)

u5
φ(−k, u)∂uφ(k, u)

∣∣∣∣u=1

u=0

. (2.28)

运动方程(2.26)以及在壳作用量(2.27)和(2.28)是本节后文中相关计算的重

要依据。从这些方程中不难发现，横向电场ET与标量场模式φ在行为上极其相

似；纵向电场模式EL的行为较为复杂，它在长波极限下的行为将直接决定轻夸

克的扩散系数。下一小节中，我们将对这些方程在流体动力学极限和高频极限

下的行为做详细的解析研究，进而抽取相关的物理量。

2.2.2 介介介子子子算算算符符符谱谱谱函函函数数数

对于一般的参数(ω̃, q̃)而言，运动方程(2.26)是不能够解析求解的。本小节

将根据[72]中提供的流体极限展开的方法对这些方程进行求解，得到介子谱函

数在长距离、低频率下的行为；进一步地，在高频极限下可以应用WKB匹配

的方法来研究谱函数的高能行为[73]。

考虑运动方程在(2.26)在边界u = 0处的渐近行为。由于u = 0是方程(2.26)的

正则奇点，按照二阶常微分方程的原理它们在该正则奇点附近分别有如下级数

行为

ET (k, u) = AT (ω̃, q̃) + BT (ω̃, q̃)u2 +O(u3),

EL(k, u) = AL(ω̃, q̃) + BL(ω̃, q̃)u2 +O(u3),

φ(k, u) = Aφ(ω̃, q̃) + Bφ(ω̃, q̃)u6 +O(u7).

(2.29)

容易看出，上式中BT,L,φ是可归一化模式，对应于介子算符的真空期望值，
而AT,L,φ为不可归一化模式，对应于该算符的源。将这些涨落模式在边界的渐

近行为代入到在壳作用量(2.27)和(2.28)中并按照在(1.4.2)小节中描述的方案可

知介子算符的推迟格林函数有如下形式

GR(ω̃, q̃) ∼ B(ω̃, q̃)
A(ω̃, q̃)

, (2.30)
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至于比例系数的具体表达式将会在后面给出。

由于u = 1是运动方程(2.26)的另一个正则奇点，可知这些模式在视界处有

如下行为

{ET,L(k, u), φ(k, u)} ∼ f(u)−iω̃/5, u→ 1, (2.31)

这里，指数上的“−”号是为了计算推迟格林函数函数而选取的入射波边界条
件。为了明显的使得这些涨落模式在黑洞视界处满足入射波的边界条件，我们

做如下变换

ET,L(k, u) = f(u)−iω̃/5ET,L(u), φ(k, u) = f(u)−iω̃/5φ(u). (2.32)

以使这些模式在u = 1处的奇异行为全部转移到f(u)因子上，即ET,L(u), φ(u)在

视界处是正规的。经过简短的代数运算可知这些新定义的模式ET,L(u), φ(u)满

足的运动方程为

E ′′
T (u) +

[
2iω̃u4

f(u)
+
f ′(u)

f(u)
− 1

u

]
E ′

T (u)

+

[
4iω̃u3

f(u)
− ω̃2u8 − 5iω̃u8

f 2(u)
+

(
f ′(u)

f(u)
− 1

u

)
iω̃u4

f(u)
+
ω̃2 − q̃2f(u)

f 2(u)

]
ET (u) = 0,

E ′′
L(u) +

[
2iω̃u4

f(u)
− ω̃2f ′(u)

f(u) (q̃2f(u)− ω̃2)
− 1

u

]
E ′

L(u)

+

[
3iω̃u3

f(u)
− ω̃2u8 − 5iω̃u8

f 2(u)
+

iω̃3u4f ′(u)

f 2(u) (q̃2f(u)− ω̃2)
+
ω̃2 − q̃2f(u)

f 2(u)

]
EL(u) = 0,

φ′′(r) +

(
2iω̃r4

f(r)
+
f ′(r)

f(r)
− 5

r

)
φ′(r)

+

[
4iω̃r3

f(r)
− ω̃2r8 − 5iω̃r8

f 2(r)
+

(
f ′(r)

f(r)
− 5

r

)
iω̃r4

f(r)
+
ω̃2 − q̃2f(r)

f 2(r)

]
φ(r) = 0.

由于ET (u)与φ(u)有相似的行为，在下面的分析中我们将主要考虑电场模式在

流体动力学极限的行为，对于标量模式φ(u)，我们将直接给出主要结果。

在长距离、低频率的极限下，有限温度的量子场论的行为可以由流体动

力学来描述，因此又将这种低能极限称为流体动力学极限。在规范/引力对

偶的框架下，一些大N场论的流体动力学行为的研究引起了广泛的关注，例

如[51]。由于对偶场论的共形对称性，动量在运动方程(2.26)中以无量纲的形

式ω̃, q̃出现。具体说来，流体动力学极限是指ω << T, q << T或者等价的表示
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为ω̃ << 1, q̃ << 1。那么可以将ET按照ω̃, q̃做双级数展开
2，

ET (u) = F0(u) + ω̃F1(u) +O(ω̃2, q̃2). (2.33)

将形式展开(2.33)代入ET (u)所满足的方程可以得到F0(u)和F1(u)满足的方程：

F ′′
0 (u) +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u

]
F ′
0(u) = 0,

F ′′
1 (u) +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u

]
F ′
1(u) +

2iu4

f(u)
F ′
0(u) +

3iu3

f(u)
F0(u) = 0.

(2.34)

经过一些数学运算可得F0(u) = 1，由于F1(u)的表达式过于繁杂，这里不单

独列出，其详细形式可见[71]。在得到这两项时，我们将F0(u)的归一化因

子取为1，而且将F1(u) 中的常数项贡献吸收到F0(u)中去。在AdS的共形边

界u = 0处，ET (k, u)有如下行为

ET (k, u) ≈ 1 +
1

2
iω̃u2, u→ 0. (2.35)

在流体动力学极限下，ET (k, u)模式的推迟格林函数为

GR
TT (ω̃, q̃) = −2× (2πl2s)

2

2

T4Nf

eΦ
R4

ω̃2

2BT (ω̃, q̃)
AT (ω̃, q̃)

= −(2πl2s)
2T4NfR4

eΦ
i

ω̃
.

(2.36)

对于EL(u)模式，按照[74]中的论述我们有如下的展开方式

EL(u) = G0(u) + ω̃G1(u) +
q̃2

ω̃2
G2(u) +O(ω̃2, q̃2, ω̃q̃). (2.37)

与ET模式的论述类似，经过一些数学运算可以得到流体动力学极限下EL(k, u)在AdS边

界u = 0处的渐近行为

ET (k, u) =

(
1 + i

q̃2

2ω̃

)
+

1

2
i

(
ω̃ − ω̃2

q̃

)
u2 +O(u3). (2.38)

纵向模式EL(k, u)的推迟格林函数为

GR
LL (ω̃, q̃) = −2×

(2πl2s)
2

2

T4Nf

eΦ
R4

ω̃2 − q̃2
2BL (ω̃, q̃)
AL (ω̃, q̃)

= −(2πl2s)
2
T4NfR4

eΦ
i

ω̃ + i
2
q̃2
.

(2.39)

2我们只计算到O(ω̃) 这一阶的结果，高阶项的情形可作类似的考虑。
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对于标量模式φ(u)，可以做与ET (u)类似的分析，为了简洁性起见这里不

再赘述，下面将直接给出主要结果。在流体动力学极限下，φ(k, u)在AdS的共

形边界上有如下渐近行为

φ(k, u) = 1− 1

2
iω̃u6, u→ 1, (2.40)

它的推迟格林函数为

GR
φφ(ω̃, q̃) = 2× T4Nf

2eΦ
u6T
R7

4

6Bφ(ω̃, q̃)
A(ω̃, q̃)

= −N ′T 6iω (2.41)

其中，指数N ′的具体形式为

N ′ =
3T4NfR

5
4

eΦ

(
4π

5

)6

. (2.42)

由场论的知识我们知道，算符的谱函数与推迟格林函数有如下关系式

R(ω, q⃗) = −2ImGR(ω, q⃗).

利用上述公式，现将所有非零的介子谱函数列在下面

Rtt (ω, q) = 2NT q2ω

ω2 +D2q4
,

Rxt (ω, q) = Rtx (ω, q) = 2NT qω2

ω2 +D2q4
,

Rxx (ω, q) = 2NT ω3

ω2 +D2q4
,

Ryy (ω, q) = Rzz (ω, q) = 2NTω ,

Rφφ (ω, q) = 2N ′T 6ω .

(2.43)

公式中的N和D为

N =
4π(2πl2s)

2T4NfR4

5eΦ
=

3
√
5NNf

2πgsls
, D =

1

1.6πT
. (2.44)

需要说明的是，在得到矢量介子谱函数的表达式时，我们应用了定义ET ≡
Ey,z = ωAy,z和EL ≡ ωAx + qAt将推迟格林函数G

R
µν用G

R
TT和G

R
LL表达成如下的

形式

GR
tt = q2GR

LL, GR
xx = ω2GR

LL,

GR
tx = GR

tx = qωGR
LL, G

R
yy = GR

zz = ω2GR
TT .



44 规范/引力对偶的应用研究

对于N = 4超对称杨-米尔斯等离子体，其动量和R荷的关联子相应的

谱密度在文献[73]中做了详细的研究，包括高频下的行为。接下来，我将详

细讨论非临界Sakai-Sugimoto模型中介子谱函数的高频行为。由于我们的讨

论仅限于ω̃ >> 1，我们可以将运动方程(2.26)中的空间动量取为零3。这样，

ET与EL这两种模式遵循相同的运动方程，而ET与φ行为相似，因此，下面的

讨论主要围绕矢量模式。

为了利用WKB近似来求解运动方程(2.26)，我们需要将它们转换为薛定谔

型常微分方程

− ψ′′(ω̃, u) + V (ω̃, u)ψ(ω̃, u) = 0. (2.45)

这可以通过做如下变换得到

E(ω̃, u) =

√
u

1− u5
ψ(ω̃, u), (2.46)

而且在该变换下，有效薛定谔势能V (ω̃, u)为

V (ω̃, u) =
3− 4u2 (9u3 − 2u8 + ω̃2)

4u2(1− u5)2
. (2.47)

这样，我们将问题转化为一维空间u ∈ [0, 1]中能量为零的粒子在势能V (ω̃, u)中

的定态问题。在利用WKB近似求解上述薛定谔型方程时仍然需要在黑洞视

界u = 1处对波函数取入射波边界条件，而且这个边界条件可以通过在AdS共

形边界u = 0处选取。可以这样理解这一结论：虽然有效薛定谔势能V (ω̃, u)在

高频极限下为零能面下的势垒，然而能量为零的粒子是可以自由贯穿该势垒

的；由于在区域[0, 1]间没有有效势垒来造成黑洞视界u = 1处入射波在共形边

界u = 0 处的反射，因此，在视界处的入射波边界条件在u = 0处仍然被保留。

这一点也可以通过下面对这个薛定谔型方程的具体分析看出。

不难看出，薛定谔方程(2.45)在[0, 1]整个区域内只有两个正则奇点u =

0和u = 1，因此，在远离这两个正则奇点的区域可以直接写下该方程的WKB近

似解；然而，该WKB近似解在靠近这两个奇点的区域是无意义的，这里我们

需要仔细考查方程在奇点附近的行为从而找到方程在奇点附近的渐近解。最

后，将这些渐近解与WKB近似解做匹配，而且匹配的核心思想就是入射波边

界条件可以从视界处扩展到共形边界处。

3ω̃ >> 1且q̃ >> 1下关联函数的行为将在(2.4)一节中做详细的讨论。
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在高频极限下，ω̃ >> 1，薛定谔方程(2.45)在远离上述两奇点的区域可有

如下简化形式

ψ′′(ω̃, u) +
ω̃2

(1− u5)2
ψ(ω̃, u) = 0. (2.48)

该方程的两个WKB解如下

ψ1(ω̃, u) =
1√
p(u)

cos[s(u) + ϕ1],

ψ2(ω̃, u) =
1√
p(u)

sin[s(u) + ϕ2],
(2.49)

其中，p(u)和s(u)为

p(u) =
ω̃

1− u5
, s(u) =

∫ u

0

ω̃du

1− u5
, (2.50)

而相位ϕ1,2可以通过该WKB近似解与在奇点u = 0处的渐近解匹配得到。

在奇点u = 0处，方程(2.45)有如下渐近行为

ψ′′ +

(
ω̃2 − 3

4u2

)
ψ = 0, (2.51)

该方程有一般解

ψ(ω̃, u) = c1
√
uJ1(ω̃u) + c2

√
uY1(ω̃u), u→ 0 (2.52)

其中，c1,2为积分常数，将会在后面的匹配中确定。

在u = 1附近，方程(2.45)的渐近行为如下

ψ′′(ω̃, u) +
1/4 + ω̃2/25

(1− u)2
ψ(ω̃, u) = 0, (2.53)

它有如下形式的一般解

ψ(ω̃, u) = c3(1− u)
1
2
−i ω̃

5 + c4(1− u)
1
2
+i ω̃

5 , u→ 1. (2.54)

在u = 1处的入射波要求告诉我们c4 = 0，这样在黑洞视界处的渐近解简化为

ψ(ω̃, u) = c3(1− u)
1
2
−i ω̃

5 , u→ 1. (2.55)
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利用贝塞尔函数J1(x)和Y1(x)在无穷远处的渐近行为以及p(u)、s(u)在u =

0处的渐近行为，可以将WKB近似解与奇点u = 0处的渐近解做匹配，我们得

到如下关系式

ϕ1 = ϕ2 = −
3

4π
. (2.56)

同样地，WKB近似解与奇点u = 0处的渐近解只有在c1 = ic2满足的条件下才能

匹配。因此，在AdS空间的共形边界处，我们有

ψ(ω̃, u) = C[
√
uJ1(ω̃u) + i

√
uY1(ω̃u)], u→ 0. (2.57)

利用变换(2.46)可知E(ω̃, u)在共形边界u = 0处的展开模式中的A和B分别为

A(ω̃, q̃ = 0) = − 2i

πω̃
,

B(ω̃, q̃ = 0) =
(−i+ 2iγ + π − 2i ln 2) ω̃

2π
.

(2.58)

因此，矢量介子算符推迟格林函数的非零分量为

GR
xx(ω) = GR

yy(ω) = GR
zz(ω) = −

5πi+ (5 + 10 ln 2− 10γ)

8π
Nω2, (2.59)

相应的谱函数为

Rxx(ω) = Ryy(ω) = Rzz(ω) =
5

4
Nω2. (2.60)

对于标量介子算符φ，我们可以做类似的分析，这里为简单起见只列出相

应结果。φ(ω̃, u)在AdS共形边界上有如下行为

φ(k, u) = C ′

√
u5

1− u5
[√
uJ3(ω̃u) + i

√
uY3(ω̃u)

]
. (2.61)

那么，标量算符的推迟格林函数和谱函数分别为

GR
φφ (ω) = −

6πi+ (11 + 12 ln 2− 12γ)

482

(
5

4π

)6

N ′ω6,

Rφφ (ω) =
15625

786432π5
N ′ω6.

(2.62)

2.2.3 轻轻轻夸夸夸克克克扩扩扩散散散系系系数数数

下面我们从三种不同的角度论述如何得到轻夸克的扩散系数，同时也作为

我们上述计算的一种检验。
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首先，我们讨论有限温度下相对论量子场论中整体对称性对应的守恒流的

推迟格林函数的一般性质，这里的内容主要依据于[74]中的相关论述。有限温

度下，相对论量子场论中的Lorenz对称性破缺到时空平移对称性和空间方向上

的SO(3)转动对称性。如果在该理论中有一个守恒流Jµ(x)，那么推迟的流-流

关联子在坐标空间中有如下定义式

GR(x− y)µν = −iθ(x0 − y0)⟨[Jµ(x), Jν(y)]⟩, (2.63)

公式中的⟨· · · ⟩表示对平移不变的真空态做期望值。它在动量空间的表达式可以
通过如下傅里叶变换得到

GR
µν =

∫
d4k

(2π)4
eik·(x−y)GR(k). (2.64)

流守恒条件∂µJ
µ(x)要求上式中的两点函数满足Ward恒等式

kµGR
µν = 0. (2.65)

零温度情形下，Ward恒等式要求上述两点函数具有如下形式

GR
µν(k) = PµνΠ(k

2), Pµν = ηµν −
kµkν
k2

, (2.66)

在有限温度下，我们需要将(2.66)中的分解做如下推广

GR
µν(k) = P T

µνΠ
T (k) + PL

µνΠ
L(k),

P T
00 = 0, P T

0i = 0, P T
ij = δij −

kikj

k⃗2
,

PL
µν = Pµν − P T

µν .

(2.67)

我们可以不失一般性将空间动量选取在x1方向上，这样流-流推迟格林函数的

非零分量为

GR
x2x2

(k) = GR
x3x3

(k) = ΠT (ω, q), GR
tt(k) =

q2

ω2 − q2
ΠL(ω, q),

GR
tx1

(k) = GR
x1t

(k) =
−ωq
ω2 − q2

ΠL(ω, q), GR
x1x1

(k) =
ω2

ω2 − q2
ΠL(ω, q).

(2.68)

根据[75]中的论述，对于处在稳定热平衡态的系统，标量函数ΠT和ΠL在低能低

动量下的行为是普适的，它们由有效的流体动力学完全决定。其中，横向部
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分ΠT在ω空间是非奇异的，这是因为它与电荷密度涨落没有耦合；然而，涉及

到电荷密度涨落的关联子必须具有流体动力学下的奇异行为，而且它的色散关

系满足ω(q)
q→0→ 0。具体地讲，关联子中的纵向部分ΠL在ω = −iDq2处有一个

单极点，而且色散关系就包括在这个单极点中，D被习惯性的称为守恒荷的扩

散系数。回到我们的计算，在公式(2.39)中所示的纵向格林函数确实存在一个

单极点

ω̃ = − i
2
q̃2, (2.69)

恢复动量和频率的量纲得到

ω = −iDq2, D =
1

1.6πT
. (2.70)

这里我们将D解释为轻味夸克的扩散系数，这是因为非临界Sakai-Sugimoto中

引入的夸克是无质量的，与下一小节中计算的重味夸克的扩散系数相区别。

其次，我们可以通过膜范式(Membrane paradigm)的方式来计算扩散系

数D。在规范/引力对偶中，这种方法首先在[76]中用于研究流体动力学极限的

各种输运系数，之后在文献[52, 77]中做出了进一步的论证。这些研究均一致地

证明了规范/引力对偶在研究强耦合系统流体动力学行为的普适特性方面的正

确性，而且这些重要的输运系数被表达为非常简洁的数学公式，它们的具体推

导可见[76]。考虑一守恒流Jµ的全息对偶— bulk中的规范场Aµ，假想其有如下

形式的作用量

S ∼
∫
dp+2x

√
− det g

(
1

g2eff
FµνF

µν

)
, (2.71)

这里geff为有效规范耦合常数。那么，该守恒荷的扩散常数有如下普适公式

D =

√
− det g

gxxg2eff
√
−gttgrr

∣∣∣∣
r=rT

∫ ∞

rT

dr
−gttgrrg2eff√
− det g

. (2.72)

在应用该公式计算轻夸克的扩散系数时需要注意将上述公式中的度规视为

在D4/D4-brane的world-volume上的诱导度规(2.23)，扩散系数D有如下表达式

D =

(
u
R

)3(
u
R

)2√( u
R

)2
f(u)

(
R
u

)2 1
f(u)

∣∣∣∣∣∣
u=uT

∫ ∞

uT

1(
u
R

)3 =
1

1.6πT
. (2.73)

另外一种计算输运系数的方法是利用温度场论中的Green-Kubo公式。这

里，它将味道夸克的扩散系数与电荷极化率Ξ通过下式联系起来

DΞ = lim
ω→0

Rxx (ω,q = 0)

2ω
. (2.74)



第二章 强耦合夸克胶子等离子体的引力对偶 49

电荷极化率Ξ反应电荷密度对于化学势的线性响应，可以通过引入外加电荷密

度来计算。在规范/ 引力对偶的框架下，可以在D4/D4-brane的world-volume上

打开U(1)规范场的时间分量At(u)得到，为了保持文章的简洁性，这里直接引

入我在文章[71]中给出的结果

Ξ =
2T4Nf

eΦ
(2πl2s)

2u2T
R3

4

. (2.75)

应用公式(2.74)容易得到扩散系数D为

D =
1

Ξ
lim
ω→0

Rxx (ω,q = 0)

2ω
=

2T4Nf

eϕ
(2πl2s)

2
u2T

R3
NT =

1

1.6πT
. (2.76)

以上三种不同方式下得到一致的轻夸克扩散系数不仅是对我们工作的进一

步检验，同时也可作为全息方法在研究强耦合场论系统具有普适性的有一个例

证。

2.2.4 重重重夸夸夸克克克扩扩扩散散散常常常数数数

重味夸克在夸克胶子等离子体中的行为可作为另外一种探针来检测这种

强耦合体系的行为。在规范/引力对偶中，重味夸克是通过开弦的终点引入的，

这根开弦在AdS空间的共形边界和bulk中延展，它的行为由Nambu-Goto作用量

来决定。在这个物理图景下，文献中对强耦合夸克胶子等离子体中的重味夸克

的很多性质做了深入的研究，对这些内容的系统综述可参看[8]。重味夸克的扩

散系数是一个重要物理量，文章[78–80]率先对相关问题作了细致的研究，本小

节中我们将这些研究推广到非临界的Sakai-Sugimoto模型。可以用布朗运动来

描述夸克胶子等离子体中的重味夸克，也就是说重味夸克的运动学行为犹如广

义的郎之万随机运动。重味夸克的作用量可示意性的表达为如下形式

S[X(t)] = S0 +

∫
dτXµFµ(τ), (2.77)

其中，S0为自由部分，Fµ是等离子体作用于重夸克的拖曳力(drag force)，Xµ为

重夸克的协变坐标。在大时间尺度上(特别是远大于关联时间τc)，从上述作用

量可以导出重夸克遵循的广义郎之万方程

δS0

δXi(t)
+ ηij

dXj(t)

dt
= ξi(t),

⟨ξi(t)⟩ = 0, ⟨ξi(t)ξj(t′)⟩ = κijδ(t− t′).
(2.78)
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上述随机运动方程中，ηij这一项代表等离子体的阻尼作用，它与拖曳力的反对

称两点关联函数直接相关；ξi(t)为随机运动项，系数κij由下式给出

κij = − lim
ω→0

2T

ω
Gij

R(ω), (2.79)

这里的Gij
R(ω)为拖曳力F i的推迟格林函数。

利用规范/引力对偶计算重味夸克扩散系数的关键在于找到Fµ的引力对

偶实现。由于在规范/引力对偶中，重味夸克是由一根开弦来实现，那么可以

用深入到AdS的bulk中的开弦动力学来研究拖曳力的两点函数。在静态规范

下，开弦的world-sheet上坐标的选取为(σ = u, τ = t)，开弦在几何(2.19)中的

嵌入方式由空间坐标X i(u, t)来标记。从Nambu-Goto作用量可知静态弦构型满

足运动方程。考虑在该静态弦构型下沿X1方向的小扰动X1 → X1 + ζ(u, t)，开

弦world-sheet上的诱导度规为

ds2 =

(
uT
R4

)2
1

u2

(
−f(u)dt2 + ζ̇2dt2 + ζ ′

2
du2 + 2ζ̇ζ ′dtdu

)
+

(
R4

r

)2
du2

f(u)
.

将Nambu-Goto作用量展开到扰动ζ(u, t)的二次方

Sfl = −
uT
4πl2s

∫
dtdr

1

u2

[
ζ̇2

f(r)
− u2T
R4

4

f(u)ζ ′
2

]
. (2.80)

从上述作用量可知ζ(u, t)满足如下运动方程

ζ̈(u, t)

r2f(u)
− u2T
R4

4

∂

∂u

(
f(u)

u2
ζ ′(u, t)

)
= 0. (2.81)

对ζ(u, t)在t空间做傅里叶变换

ζ (u, t) =

∫
dω

2π
e−iωtζ (u, ω) . (2.82)

在频率空间，扰动ζ(u, ω)满足的运动方程为

ζ ′′ (u, ω) +

[
f ′(u)

f(u)
− 2

u

]
ζ ′ (u, ω) +

ω̃2

f 2(u)
ζ (u, ω) . (2.83)

利用运动方程可将扰动ζ(u, t)的作用量约化为下列表面项

Sfl =
u3T

4πl2sR
4
4

∫
dω

2π

f(u)

u2
ζ (u,−ω) ∂uζ (u, ω)

∣∣∣∣u=1

u=0

, (2.84)
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在低频极限下，ω̃ << 1，可以得到方程(2.83)的级数展开解

ζ(u, ω) = f(u)−iω̃/5 [g0(u) + ω̃g1(u)] , (2.85)

其中，g0(u) = 1，g1(u)的表达式比较复杂，具体形式在[71]中可见。在u = 0处，

ζ(u, ω)有如下的渐近行为

ζ(u, ω) = 1 +
i

2
ω̃u3, (2.86)

那么，拖曳力的推迟两点函数为

GR(ω) = −2× u3T
4πl2sR

4
4

3

2
iω̃ = −i12πR

2
4

25l2s
T 2ω. (2.87)

系数κ为

κ = − lim
ω→0

2T

ω
ImGR(ω) =

24πR2
4

25l2s
T 3 (2.88)

利用Eisntein关系式可知重夸克扩散系数D为

D ≡ 2T 2

κ
=

l2s
R2

4

25

12π

1

T
. (2.89)

值得指出的是，这里利用非临界Sakai-Sugimot模型计算的重夸克扩散系数

与N = 4超对称杨-米尔斯等离子体中结果类似，都正比于T−1。

2.3 深深深度度度非非非弹弹弹性性性散散散射射射与与与结结结构构构函函函数数数

深度非弹性散射(deep inelastic scattering)在粒子物理学中占据重要地位，

它不仅证实了夸克的物理实在性，而且证明了标准模型是物理学家们探索物质

基本结构的一个正确方向。通过对这一类实验的分析可以得到如下重要结论：

强子是有内部结构的，重子由三个夸克组成，介子由正夸克和反夸克组成；夸

克和轻子一样是没有内部结构的，可作为组成物质的基本单元，而且夸克带有

分数电荷。

在图2.4中，我们示意性的描绘了这样的一个过程：用一个高能电子撞击一

个静态的质子得到另一个电子和一些强子。 简单地讲，这一过程是将电子加

速到很高能量以后与静态的质子相互作用，然后研究会发生什么。由于高能电

子的波长比质子的尺寸小，它可以探测到比质子尺寸更小的距离，而且这个高

能电子会破坏质子的结构，因此这一过程是深度非弹性的，散射以后原有质子
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图 2.4: 高能电子被质子深度非弹性散射的过程示意图，这里只考虑了电磁作用

的贡献。

不再存在。可以从两个角度来理解这一过程的物理图景：整体上看是电子与质

子的非弹性散射；局部上可以认为是电子与质子的某一个内部基本单元间的弹

性散射。

微扰QCD是分析深度非弹性散射过程的重要理论工具，但是它不能够对强

子的内部结构做出预言。上述散射过程振幅可以形式化地写成如下形式

iM(ep→ ef) = (−ie)ū(k′)γµu(k)−i
q2
ie

∫
d4xeiq·x⟨f |Jµ(x)|P ⟩, (2.90)

公式中的⟨f |表示末态强子，|P ⟩为初始质子态，Jµ(x)为强子电磁流。由场论中

的光学定理可知，振幅(2.90)的模平方与下列二阶极化张量直接相关

Πµν = i

∫
d4xeiq·x⟨P |T{Jµ(x)Jν(0)}|P ⟩. (2.91)

利用场论的规范对称性可以将这个二阶张量表达成两个标量函数的组合

Πµν(q) =

(
ηµν −

qµqν
Q2

)
Π1(x,Q

2) +

(
nµ − qµ

n · q
Q2

)(
nν − qν

n · q
Q2

)
Π2(x,Q

2),

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1), nµ = (−1, 0, 0, 0), Pµ =Mnµ,

qµ = (−ω, q⃗), x =
Q2

2P · q
, Q2 ≡ qµq

µ,
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其中，x称为Bjorken标度变量，Pµ为静止质子的协变动量，矢量nµ是质子的四

维协变速度，这里选取在质子的静止坐标系中研究这一过程。算符乘积展开可

对张量Πµν做形式化分析。标量函数Π1,2直接决定了质子的结构函数，

F1 ≡
1

2π
ImΠ1, F2 ≡

−n · q
2πM

ImΠ2. (2.92)

规范/引力对偶方案在计算如公式(2.91)所示的守恒流两点函数时是非常成

功的。Hatta，Iancu和Mueller在[81]中应用全息对偶的方法研究了R荷守恒流

深度非弹性地散射到强耦合区域的N = 4超对称杨-米尔斯等离子体中。在超引

力近似下，他们计算了该等离子体的结构函数，而且发现该过程中的一个急剧

转变：能量较低时的散射较弱，可作为准弹性处理；在高能区，这个守恒流被

等离子体完全吸收。这个急剧转变的临界能量决定了等离子体的饱和动量。这

些结果表明，强耦合的等离子体如同强子一样可以用一个配分子的物理图景描

绘，而且所有的配分子的动量都低于这个饱和动量。

下面我将应用全息QCD模型来研究强耦合夸克胶子等离子体的内部结构

问题，计算这一系统的结构函数，只是这里的守恒流是味道流(flavor current)，

它全息对偶于味道D-brane上的U(1)规范场。对于这种硬过程，其核心物理量

仍然是二阶极化张量Πµν，只是需要将质子能量用等离子体的温度取代。由于

两种散射过程中的靶子均处于静止状态，这里的替代是平庸的M → T。这一

小节的主要内容来自于已发表的工作[82]。

我们主要考虑Sakai-Sugimoto模型和它的非临界推广，为了计算结构

函数F1,2，我们需要研究味道D-brane上的U(1)规范场的动力学。对于非临

界Sakai-Sugimot模型，相关的研究结果已经在2.2.1一节中有详细的叙述，主要

结果见方程(2.26)和(2.27)；在Sakai-Sugimot模型中可做类似的计算，U(1)规范

场的在壳作用量和动力学方程为

S8 = −N
∫

d4k

(2π)4

√
−g̃guu

{
gtt

q
EL(−k, u)a(k, u) + giiAi(−k, u)∂uAi(k, u)

} ∣∣∣∣u=1

u=0

,

N =
(2πl2s)

2

2
T8NfVS4 ,

√
−g̃ = R

3/2
4 u

7/2
T

gsu9/2
, i = y, z;
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a′′ +

[
1

2u
+
f ′(u)

f(u)

]
a′ +

[
ω̃2 − q̃2f(u)
uf 2(u)

− f ′(u)

2uf(u)

]
a = 0,

A′′
y,z +

[
− 1

2u
+
f ′(u)

f(u)

]
A′

y,z −
q̃2f(u)− ω̃2

uf 2(u)
Ay,z = 0,

ω̃ =
3ω

4πT
, q̃ =

3q

4πT
,

(2.93)

其中，a ≡ A′
t，规范不变的横向电场强度EL ≡ ωAx + qAt与a有如下关系式

EL =
uT
R3

4

u3/2f(u)

q

(
a√
u

)′

.

为了后文中计算的方便，我将非临界Sakai-Sugimot模型中的结果列在下面

S4 =−N
∫

d4k

(2π)4
1

u

{
−1

q
EL(−k, u)a(k, u) + f(u)Ai(−k, u)∂uAi(k, u)

} ∣∣∣∣u=1

u=0

N =
(2πl2s)

2

2

T4Nf

eΦ
u2T
R3

4

, i = y, z;

a′′ +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u

]
a′ +

[
1

u2
− f ′(u)

uf(u)
+
ω̃2 − q̃2f(u)

f 2(u)

]
a = 0,

A′′
y,z +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u

]
A′

y,z +
ω̃2 − q̃2f(u)

f 2(u)
Ay,z = 0,

a ≡ A′
t, EL ≡

u2T
R4

4

uf(u)

q

(a
u

)′
.

(2.94)

对于深度非弹性散射过程，转移动量的平方比靶粒子(这里为强耦合的夸

克胶子等离子体系统)的特征尺度对应的能量平方大很多，因此我们考虑如下

运动学的参数空间

ω̃ >> 1, q̃ >> 1, K2 ≡ q̃2 − ω̃2 >> 1. (2.95)

需要说明的是，在上面的运动学参数空间中我们假设转移动量是类空的K2 >

0。然而，正如文章[81]中指出的在高动量q̃2 >> K2极限下最终的结论也适用于

类时的转移动量情形。为了应用规范/引力对偶这个工具计算等离子体的结构

函数，我们需要求解运动方程(2.93)和(2.94)。一般参数空间ω̃, q̃中，这些方程

是很难找到解析解的；幸运的是，在深度非弹性散射的参数空间(2.95)，我们

可以应用一些近似方法来研究这些方程。为了达到这一目的，我们需要将这些
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运动方程作如下变换从而将它们转化为薛定谔型的方程(以Sakai-Sugimoto模型

为例)：

a =

√
1

(1− u3)u1/2
ψL, (2.96)

ψL满足有效势能为VL(u)的定态薛定谔方程

−ψ′′
L + VL(u)ψL = 0,

VL(u) =
1

u(1− u3)2

[
1

16u

(
−3− 78u3 + 45u6

)
+K2 − q̃2u3

]
.

(2.97)

对于横向模式Ay,z，我们有类似的结果

−ψ′′
T + VT (u)ψT = 0, Ay,z =

√
u1/2

(1− u3)
ψT ,

VT (u) =
1

u(1− u3)2

[
1

16u

(
5− 46u3 + 5u6

)
+K2 − q̃2u3

]
.

(2.98)

在参数空间(2.95)中，有效势能VL,T (u)可简化为

VL(u) =
1

u(1− u3)2

[
− 3

16u
+K2 − q̃2u3

]
,

VT (u) =
1

u(1− u3)2

[
5

16u
+K2 − q̃2u3

]
.

(2.99)

在利用WKB近似方法求解上述一维定态薛定谔问题之前，定性的分析势能函

数是很有帮助的。与[81]中的相关结果比较不难发现，横向和纵向涨落对应的

有效势能与R荷守恒流深度非弹性散射到N = 4超对称杨-米尔斯等离子体的情

形非常类似。更具体的讲，根据q̃/K4的不同取值，有效势能VL(u)的最大值可

以为正值(对应于一个势垒)、负值(没有势垒)和零；然而，有效势能VT (u)的情

形比较复杂，在u = 0处它趋于正的无限大，在靠近u = 1区域时很快衰减到

负的无限大，这使得横向模式波函数的构建较纵向模式复杂的多。当空间动

量q̃较小时，VT (u)中会出现一个高而窄的势垒区，这使得视界处满足入射波的

波函数不可构建，这意味着在小能量尺度上等离子体是没有内部结构的。当

考虑到非微扰的隧穿效应时，可以论证等离子体的结构函数为一指数衰减形

式[81]。因此，我们这里的讨论限于较大动量情形q̃/K4 >> 1。
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按照(2.2.2)一节中研究高频极限下介子算符谱函数的方法，我们可以构建

波函数ψL,T的WKB近似解，它们在AdS共形边界u = 0处的渐近行为如下

ψL(u ≃ 0) = c1q̃
1/4u1/2H

(1)
1/8

(
q̃u2

2

)
,

ψT (u ≃ 0) = ci1q̃
1/4

√
u3/2

1− u3
H

(1)
3/8

(
q̃u2/2

)
,

(2.100)

其中，H(1)(x)为第一类汉克尔函数，积分常数c1, c
i
1可表达为AL(u = 0) ≡

AL(0) 和Ay,z(u = 0) ≡ Ai(0)的函数形式。综合以上分析，在壳作用量中需要的

各种模式在u→ 0时有如下行为

AL(u ≃ 0) = c1
uT
R3

4

q−1q̃1/4u3/2(1− u3)

{√
1

(1− u3)u1/2
H

(1)
1/8

(
q̃u2

2

)}′

,

a(u ≃ 0) = c1q̃
1/4

√
u1/2

(1− u3)
H

(1)
1/8

(
q̃u2

2

)
,

Ai(u ≃ 0) = ci1q̃
1/4

√
u3/2

1− u3
H

(1)
3/8

(
q̃u2

2

)
,

c1 =
−iπ23/4q
Γ(1/8)q̃1/8

R3

uT
AL(0), ci1 =

iπq̃1/8

23/4Γ(3/8)
Ai(0).

(2.101)

利用本节中给出的在壳作用量以及全息对偶方案，可知深度非弹性散射中

的热极化张量Πµν 的所有非零分量为

ImΠLL (k, T ) =

√
2ls

12Γ2(1/8)gs
λNfNT q̃

1/4,

ImΠyy (k, T ) = ImΠzz (k, T ) =

√
2πls

54Γ2(3/8)gs
λNfNT

3q̃3/4.

(2.102)

将极化张量Πµν定义式中的动量qi选取为沿x1方向，那么公式(2.92)中定义的等

离子体的结构函数F1,2也可以表达成如下的形式

F1 =
1

2π
ImΠyy =

1

2π
ImΠzz,

F2 =
ω2

q2

(
Q2x

π
ImΠLL + 2xF1

)
.

(2.103)
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因此，Sakai-Sugimoto模型所描述的强耦合夸克胶子等离子体的结构函数为

F1 (k, T ) =

√
2ls

108Γ2(3/8)gs
λNfNT

3q̃3/4 ≃ ls
gs
λNfNT

3q̃3/4,

F2 (k, T ) =
ω2

q2

[
Q2x

π

√
2ls

12Γ2(1/8)gs
λNfNT q̃

1/4 + 2xF1

]
≃ 2xF1

(2.104)

在得到F2 ≃ 2xF1这个关系式时，我们利用了参数空间的选取q̃/K
4 >> 1。

为了与[81]中的结果形成对比，我们进一步将公式(2.104)中的结构函数表达

成Bjorken标度变量x和转移动量平方Q2的函数

F1(x,Q
2) =

√
2ls

108Γ2(3/8)gs
λNfNT

3

(
3Q2

8πxT 2

)3/4

∼ λNfNT
3

(
3Q2

8πxT 2

)3/4

,

F2(x,Q
2) ≃ 2xF1(x,Q

2) ∼ 2λNfNT
3x

(
3Q2

8πxT 2

)3/4

.

对于非临界的Sakai-Sugimoto模型可以做类似的分析从而得出它所描述

的夸克胶子等离子体的结构函数，相关的详细论证过程可参考文章[82]。

由WKB近似方法得到在黑洞视界u = 1处满足入射波边界条件的各个波函数

在AdS共形边界u = 0处的行为如下

AL(u ≃ 0) = C1
u2T
R4

4

q−1q̃1/7u(1− u5)

{√
1

1− u5
H

(1)
0

(
2

7
q̃u7/2

)}′

,

a(u ≃ 0) = C1q̃
1/7 u√

1− u5
H

(1)
0

(
2

7
q̃u7/2

)
,

Ai(u ≃ 0) = Ci
1q̃

1/7 u√
1− u5

H
(1)
2/7

(
2

7
q̃u7/2

)
,

C1 = −
iπ

7

q

q̃1/7
R4

4

u2T
AL(0), C i

1 =
iπq̃1/7

72/7Γ(2/7)
Ai(0).

(2.105)

有了这些模式在共形边界u = 0处的渐近行为，很容易由全息对偶方案得到该

模型描述的系统的结构函数

F1 (k, T ) =
7
√
6RNfN

50Γ2(2/7)gsls
T 2

(
q̃

7

)4/7

≃ NfNT
2

(
q̃

7

)4/7

,

F2 (k, T ) =
ω2

q2

[
Q2x

π

√
3NfN

56
√
2πgsls

+
7
√
6RNfN

25Γ2(2/7)gsls
xT 2

(
q̃

7

)4/7
]

≃ 2xF1(k, T ).
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用(x,Q2)可将上述公式写成如下的形式

F1(x,Q
2) ≃ 7

√
6R4

50Γ2(2/7)gsls
NfNT

2

(
5Q2

8πxT 2

)4/7

∼ NfNT
2

(
5Q2

8πxT 2

)4/7

,

F2(x,Q
2) ≃ 2xF1(x,Q

2) ∼ 2NfNT
2x

(
5Q2

8πxT 2

)4/7

.

在结束这一小节之前，将两个全息模型下的所得结果作简单比较，同

时也与[81]中的相关结果对比以探测全息方法在研究强耦合系统的一些普适

性。首先，与强耦合区域的N = 4超对称杨-米尔斯等离子体的情形一样，我

们在这里也得到了Callan-Gross关系式F2 ≃ F1。在微扰QCD中，这个关系式

的成立要求较大的Bjorken标度变量x，这时强子的配分子结构中占主导的是

价夸克。由于全息对偶框架下的理论结构具有一般性，我们有理由相信它是

全息夸克胶子等离子体的一个普适性关系式。其次，在将结构函数表达成参

数(x,Q2)的函数时，很容易看出结构函数的标度行为：在Sakai-Sugimoto模型

中∼ T 3，而在非临界的Sakai-Sugimoto模型中∼ T 2；后一模型中结构函数对于

温度的标度依赖行为与N = 4超对称杨-米尔斯等离子体的是一致的，这可以归

结为Sakai-Sugimoto模型的非共形性的作用。最后，从结构函数的公式容易看

出弦效应在这两种模型留下了印记，主要表现为F1,2对于(gs, ls)的明显依赖。这

一结果似乎与直觉相悖，而且在N = 4超对称杨-米尔斯等离子体中没有出现这

样的结果。

2.4 电电电磁磁磁信信信号号号：：：光光光子子子发发发射射射与与与电电电导导导率率率

探测夸克胶子等离子体中另一个重要工具是研究它的电磁信号，如光子发

射率、双轻子发射率及等离子体的导电率。基于夸克胶子等离子体的微扰论处

理，文章[83]计算了从夸克胶子等离子体中发射的光子谱；鉴于夸克胶子等离

子体的强耦合特性，文献[84]对强耦合区域的N = 4超对称杨-米尔斯等离子体

的光子发射谱、双轻子谱做了系统的研究。然而这些工作没有考虑有限密度和

化学势对于这些电磁信号的影响。因此，这一节我们集中叙述重子数密度及其

相应的化学势对夸克胶子等离子体中光子信号的影响，相关内容发表于[85]。
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2.4.1 热热热场场场论论论中中中的的的光光光子子子发发发射射射

带电粒子组成的媒介物质中自发发射出的光子信号是探测该媒介物质属性

的一个很好渠道，这是由于该光子能量谱依赖于该媒介系统的具体性质。对于

夸克胶子等离子体，我们期望它的自发光子发射的能谱与黑体辐射的能谱分布

无关。然而，实验数据表明相对论重离子碰撞试验中产生的夸克胶子等离子体

是一个强耦合的系统，基于热QCD的微扰计算不再可靠。考虑一个可以用有限

温度量子场论描述的热系统，假设光与该热系统中的物质有电磁相互作用，而

且在拉氏量中该相互作用具有电磁流的形式eAµJ
µ，这里的e为电磁耦合常数。

对于处于平衡态的热系统，保留到电磁耦合常数的首阶项，根据一般热场理论

可知光子发射几率的微分形式为

dΓ =
d3q

(2π)32ω
e2nB(ω)η

µνχµν(k)|ω=|q⃗|, (2.106)

公式中的因子nB = 1/(eω/T−1)为Bose-Einstein分布因子，在壳的光子动量kµ =

(ω, q⃗)满足ω = |q⃗|，ηµν为四维闵氏时空中的度规，χµν为电磁流的谱函数

χµν(k) = −2ImGR
µν(k),

GR
µν(k) =

∫
d4xe−ik·x⟨Jµ(0)Jν(x)⟩T θ(−t),

(2.107)

上述公式中的符号⟨· · · ⟩T表示在热平衡态下的期望值，时空坐标的选取习惯
为xµ = (t, x⃗)。交流电导率σ(ω)可以从Kubo公式得到

σ(ω) =
GR

ii(ω, q⃗ = 0)

iω
. (2.108)

根据有限温度下的相对论量子场论的SO(3)转动对称性和规范对称性可以

将推迟格林函数GR
µν(k)按照公式(2.67)分解为横向部分和纵向部分。这样，谱

函数χµν的迹χ
µ
µ为

χµ
µ ≡ ηµνχµν = −4ImΠT (k)− 2ImΠL(k). (2.109)

对于在壳光子的情形，公式(2.109)中只有横向部分ΠT (k)有贡献，这是因

为ΠL(k)|ω = q⃗ ̸= 0会使得GR
µν(k)有奇异性。这一结论确保我们只需计算推

迟格林函数的横向部分，使问题有所简化。总结以上论述可知，夸克胶子

等离子体中光子信号的发射问题可约化为研究电磁流的两点推迟格林函数。

在规范/引力对偶的框架下，可以在电磁作用较弱的情况下将场论中的电磁

流Jµ(x)与渐近AdS时空中的规范场Aα(u, x)相对应。



60 规范/引力对偶的应用研究

2.4.2 运运运动动动方方方程程程及及及数数数值值值方方方法法法

由于高温时夸克胶子等离子体处于热QCD的退禁闭/手征对称性恢复相，

它的全息引力对偶是一个渐近的AdS黑洞以及在这个几何背景中的一些物质

场。我们形式化的标记该渐近AdS黑洞几何度规

ds2 = gttdt
2 + guudu

2 + gijdx
idxj + gSdS

2, (2.110)

其中，dS2是10维超引力几何的紧致化维度部分的度规；所有的度规分量只依

赖于全息坐标u，而且gtt在黑洞视界处有一单极点。而且可将黑洞视界定义

在u = 1处，那么u = 0则是渐近AdS空间的共形边界，而且对偶的QCD理论就

定义在该超平面上。此外，夸克物质部分是通过在上述几何中引入D-brane来

实现的，QCD中的重子数密度及其化学势的全息对偶就是由该D-brane上

的U(1)规范场的时间分量At(u)引入的。味道D-brane嵌入到几何(2.110)中的构

型χ(u)及At(u)的轮廓由D-brane的动力学完全决定4

S = −TqNf

∫
dq+1xe−Φ

√
− det (g + F 0), (2.111)

其中，Nf是味道Dq-brane的数目，g是公式(2.110)在Dq-brane上的诱导度规，

F 0为U(1)规范场的场强。

考虑构型上类似于Sakai-Sugimoto模型的D4/D6模型：将10维时空中近视

界极限下D4-brane对应的超引力几何沿x4方向卷起来，并且对该超引力中的费

米子在x4维度上施以反周期性的边界条件。这样，我们得到了强耦合区域的

杨-米尔斯理论的引力对偶。如果在上述超引力中引入D6-brane作为夸克部分

的引力对偶，这可作为一个全息QCD模型，它在[86]中被用来研究零温下的低

能QCD的有关问题。表2.4示意性的列出了该模型中各个D-brane在10维时空中

的嵌入方式，

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D4 × × × × ×
D6/D6 × × × × × × ×

表 2.4: D4/D6模型

4本节研究的全息模型中Chern-Simons项对该作用量没有贡献。
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不同于Sakai-Sugimoto模型，将紧致化维度部分的度规做如下参数化

dΩ2
4 = dθ2 + cos2 θdΩ2

2 + sin2 θdξ2,

D6-brane的world-volume坐标为(t, x⃗, u,Ω2)，它的嵌入构型由函数θ(u)标识，这

里选取θ(u) = 0以简化运算。这样，D6-brane的world-volume上的诱导度规为

ds2ind =

(
uT
R4

)3/2

u−3/2
(
−f(u)dt2 + dx⃗2

)
+R3/2u

1/2
T u−5/2 du

2

f(u)
+R

3/2
4 u

1/2
T u−1/2dΩ2

2,

f(u) = 1− u3, eΦ = gs (uT/R4)
3/4 u−3/4.

At(u)的形状决定于下述微分方程

∂uA0 =

√
−d2gttguu

g3xxg
2
Ω2
e−2Φ + d2

,

积分常数d是重子数密度。考虑U(1)规范场的扰动AM → AM + aM，其中指

标M遍取(t, x⃗, u,Ω2)。保留到扰动aM的二阶项，可将(2.111)展开为Maxwell型

作用量

Sfl = −
NfT6
4

∫
d4xdudΩ2e

−Φ
√
−det (gind + F 0)fMNf

MN

≡ −N
′

4

∫
dx4du

√
−Gfµνfµν .

(2.112)

在上式中的第二个等式中，忽略了扰动aM在Ω2上的激发，f ≡ da。通过如下

傅里叶变换转移到动量空间

aµ (t, x⃗, u) =

∫
d4k

(2π)4
aµ (k, u; d) e

−iωt+k⃗·x⃗, k⃗ = (q, 0, 0) . (2.113)

那么，横向扰动模式ay = ay(k, u; d)的运动方程和在壳作用量为(az模式有相同

的结果)

∂2uay +

[
f ′(u)

f(u)
+
g′(u)

2g(u)

]
∂uay +

[
ω̃2

uf(u)2
− q̃2

uf(u)g(u)

]
ay = 0,

Sfl = −
N ′

2

∫
d4k

(2π)4

{√
−GGuuGyyay(−k, u; d)∂uay(k, u; d)

} ∣∣∣∣u=1

u=0

,

(2.114)

其中，对角度规G为

Gµν = diag

(
guu

gttguu + (∂uA0)2
,

gtt
gttguu + (∂uA0)2

, gxx, gyy, gzz
)
;
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无量纲的协变动量(ω̃, q̃, 0, 0)、重子数密度d̃及因子g(u)的表达式如下

ω̃ =
3

4πT
ω, q̃ =

3

4πT
q, d̃ =

(
3

4πT

)2

d, g(u) = 1 + d̃2u4.

按照实时间下的全息对偶方案，从ay的在壳作用量可得其推迟格林函数为

GR
yy(k) = N ′

√
−GGuuGyyay(−k, u; d)∂uay(k, u; d)

ay(−k, 0; d)ay(k, 0; d)

∣∣∣∣
u=0

, (2.115)

上式中的ay(k, u; d)在黑洞视界u = 1需满足入射波的边界条件。

对于参数(ω̃, q̃, d̃)的一般选取，公式(2.114)中ay的运动方程很难解析求解，

因此，我们采用一种数值方法求解满足一定边界条件的扰动模式ay。首先考察

扰动模式ay(k, u; d)在边界u = 0和u = 1处的渐近行为。通过简单的Frobenius分

析可知，在视界u = 1处，

ay(k, u ∼ 1; d) ≃ (1− u)−iω̃/3 [1 + a(1)y (1− u) + a(2)y (1− u)2 + · · ·
]
, (2.116)

入射波的边界条件要求我们在指数中选择“−”，而且展开系数a(i)y (i =

1, 2, 3)由参数(ω̃, q̃, d̃)完全确定。在共形边界u = 0处可做类似的分析：

ay(k, u ∼ 0; d) ≃ ay(k, 0; d) + ua1y(k, 0; d) + · · · . (2.117)

将ay(k, u; d)边界展开(2.117)代入公式(2.115)可得推迟格林函数的表达式为

GR(k) = N
a1y(k, 0; d)

ay(k, 0; d)
, (2.118)

因子N计量味道部分的自由度，N ∼ NfN。我们将ay(k, u; d)在视界附近的行

为视为初值，用数学软件Mathematica中的NDSolve命令对ay所满足的微分方程

做数值积分，从而抽取扰动ay在共形边界u = 0的行为。由于u = 0, 1是微分方

程(2.114)的两个正则奇点，在进行上述数值积分时需要将积分区间稍微偏离这

两个边界。取一小量0 . ϵ << 1，我们利用视界附近的展开式得到如下初值

ay(k, 1− ϵ; d), a′y(k, 1− ϵ; d);

在u = 0附近我们抽取如下数值

ay(k, ϵ; d), a1y(k, ϵ; d).
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在数值计算过程中，为了保证最终的物理量不依赖于截断ϵ的选取，我们尝试

了不同的截断ϵ的取值直到所得结果不再变化。

为了便于比较，我们也研究了其他两个全息QCD模型：非临界的Sakai-

Sugimito模型和软墙截断的AdS/QCD模型。为了论文的完整性，在结束本小

节之前我们简要的列出这两个模型下的横向扰动模式ay(k, u; d)的运动方程。对

于非临界的Sakai-Sugimoto模型，

∂2uay +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u
+
g′(u)

2g(u)

]
∂uay +

[
ω̃2

f(u)2
− q̃2

f(u)g(u)

]
ay = 0,

f(u) = 1− u5, g(u) = 1 + d̃2u6,

ω̃ =
5

4πT
ω, q̃ =

5

4πT
q, d̃ =

(
5

4πT

)3

d.

(2.119)

对于软墙截断的AdS/QCD模型有

∂2uay +

[
f ′(u)

f(u)
− c+ g′(u)

2g(u)

]
∂uay +

[
ω̃2

uf(u)2
− q̃2

uf(u)g(u)

]
ay = 0,

f(u) = 1− u2, g(u) = 1 + d̃2e2cuu3,

ω̃ =
1

2πT
ω, q̃ =

1

2πT
q, d̃ =

(
d

πT

)3

,

(2.120)

其中，参数c是与该模型的伸缩子有关的，这里我们按照文献[61]中的习惯

假设线性的伸缩子Φ(u) = cu。在下一小节的数值结果中，我们取这一参数

为c = 3。

2.4.3 数数数值值值结结结果果果及及及讨讨讨论论论

利用上一小节中描述的数值方法，对于这些全息QCD模型我们分别计算了

如下一些与电磁信号有关的物理量：χµ
µ/ω, dΓ/dω, Reσ(ω)。我们将对这些数

值结果做简短描述并加以比较。

图2.5描绘了各个全息QCD模型下的电磁流谱函数的迹随频率的变化行为。

从图2.5中的每一幅子图中均可以看出：在低频区，增加重子数密度d̃ 会显著地

增大谱函数，这与物理直觉是一致的。对于前三幅子图中d̃ = 0的曲线，它们在

低频以及高频区的行为与文献[84, 87]中的解析研究的结果一致；特别地，谱函

数在低频区具有线性行为。随着重子数密度从零开始增长，谱函数的这个低频
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图 2.5: 归一化的类光动量下的电磁流谱函数χµ
µ/ω. 不同颜色的曲线对应于不同

的重子数密度: d̃=0(红线), 2.0(绿线), 4.0(蓝线), 6.0(黑线). 我们按照各个子图

的左右、上下方位来指代具体的图:左上位置的图对应于D4/D6模型，右上位

置的图对应于非临界的Sakai-Sugimoto模型，左下位置的图是最大超对称杨-米

尔斯理论(c = 0极限下的软墙截断的AdS/QCD模型)的结果，右下角的图则是

软墙截断的AdS/QCD模型(c=3)下的结果.

线性去会逐渐变窄。从图2.5中位于右下角的子图可以看出，在重子数密度为零

时，谱函数在低频区仍然有线性行为；然而，参数c ̸= 0引入的有效截断使得这

个线性比例系数变小。这些都与[87]中的解析的解析研究是一致的。同时，这

个非平庸的参数c ̸= 0在重子数密度较小时显著改变谱函数行为，图2.8中有详

细论述。

图2.6中给出了各个全息模型下微分的光子发射率dΓ/dω随光子能量ω的变

化。对比不同颜色的曲线可知重子数密度会增强光子发射率，与图2.5中所示的

行为一致。对于微分的光子发射率最大处的峰值频率ωp，增加重子数密度会使

它向红外区移动。而且，在光子频率低于峰值频率ωp的低频区，微分的光子发

射率近似的具有线性行为。在高频区域，dΓ/dω受到Bose-Eistein因子nB的支配
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图 2.6: 光子发射率dΓ/dω. 不同颜色曲线对应的重子数密度是与图2.5一致的.

各个子图对应的模型与图2.5中描述的一致.

而压低。然而，这里的光子发射率的形状与黑体辐射能谱的轮廓是不一样的，

特别是在中间频率段。这说明QCD等离子的体发射光子率与黑体辐射没有直接

关联，它不仅仅是由热效应而引起的。

图2.7中给出了不同全息等离子体模型下的交流电导率的实部Reσ(ω)。首

先考虑直流电导率Reσ(ω)：增加重子数密度能增强全息等离子体的直流电导

率。在较低的重子数密度条件下(对应于前三幅子图中的红线、绿线以及最

后一幅子图中的红线)，Reσ(ω)在低频区是频率的单调增加函数。然而，当重

子数密度足够大时，Reσ(ω)随频率的变化行为比较复杂：在红外区，它首先

随频率的提高而减小，然后进入到电导率的迅速增长区。电导率在高频区的

线性行为是由全息对偶理论的渐近AdS特性/渐近共形性决定的。从图2.7中不

同全息模型下的结果能够看出非共形性的影响：对于D4/D6 模型和软墙截断

的AdS/QCD模型，它们的对偶引力一方均有非平庸的伸缩子(即为前面提到的

非共形特性)，相应的交流电导率实部在中间频率段存在近似的平台；这是在
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图 2.7: 交流电导率的实部Reσ(ω).不同颜色的曲线对应于不同的重子数密度:

d̃=0(红线), 1.0(绿线), 2.0(蓝线), 3.0(黑线), 4.0(橘黄色). 各个子图对应的模型

与图2.5中描述的一致.

非临界的Sakai-Sugimoto模型和最大超对称杨-米尔斯理论中没有的。

为了探测软墙截断的AdS/QCD模型中的有效截断参数c的效应，我们在

图2.8和2.9中重新绘画了相关物理量随频率的变化，而且限定在重子数密度较

小的区域。图2.8显示：在重子数密度较低时，有效截断显著地改变谱函数在红

外区的行为，它先随频率的提高而增强到某一极值后缓慢的衰减。在光子发射

率的图中，第一条曲线(红线)的峰值频率超过了第二条曲线的，其它属性几乎

没有变化。然而，图2.9中所示的交流电导率却与重子数密度较大情形下的结果

相差较大，特别是在红外区出现一赝能带结构。这一结构在全息超导模型中出

现过，与对称性的自发破缺直接对应。然而，这里的赝能带结构形成机制与全

息超导模型中的是完全不一样的：在软墙截断的AdS/QCD模型中，这一结构

的形成对应于它的对偶边界场论是一个禁闭的规范理论，没有自发的对称性破

缺。此外，在全息超导模型中，直流电导率的实部为无限大，对应于Reσ(ω)图

形中在ω = 0处出现一尖峰，也就是直流超导，这里的直流电导率为有限数值。
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图 2.8: 软墙截断AdS/QCD模型(c=3): 电磁流谱函数的迹χµ
µ/ω与光子发射

率dΓ/dω; 不同颜色的曲线对应于不同的重子数密度: d̃=0(红线), 0.1(绿线),

0.2(蓝线), 0.4(黑线), 0.6(橘黄色).

可见，有效截断直接反应在电导率中的赝能带结构。

2.5 磁磁磁场场场诱诱诱导导导的的的各各各向向向异异异性性性

有限密度是夸克胶子等离子体的一个重要条件，上一节研究了有限重子数

密度下的全息夸克胶子等离子体的电磁信号。从理论上讲，很容易将这些研

究推广到有限磁场的情形。实际上，实验表明在重离子碰撞实验中确实有强

磁场产生[88]，因此磁场这一要素在理解重离子物理中各种现象显得不可缺少；

PHENIX合作组的近期观测表明夸克胶子等离子体具有各向异性行为[89]，而

且这种各向异性行为可以在一些模型中加入磁场来解释[90]。鉴于夸克胶子等

离子体的强耦合特性以及磁场的重要性，本节应用规范/引力对偶模型来研究

磁场对夸克胶子等离子体中光子信号的影响，相关内容发表于[91]。

我们用D4/D6和D3/D7这两类交叉D-brane模型做比较研究。为了简单

起见，这里只考虑常数磁场的情形，即在D6或者D7-brane的world-volume上

的U(1)规范场为Ax = By且B为一常数。重复在2.4.2一节中的计算，可以得到

规范场的动力学方程。然而，磁场的存在使得原有的SO(3)转动对称性破缺

到沿z方向的SO(2)转动对称性，在考查规范场动力学时需区别对待下列两种

情形：k⃗ ∥ B和k⃗ ⊥ B。对于bulk中规范场的扰动Aµ → Aµ + aµ，其中扰动模

式aµ的傅里叶变换如下

aµ (t, x⃗, u) =

∫
d4k

(2π)4
aµ (k, u;B) e−iωt+k⃗·x⃗, k⃗ = (q, 0, 0) 或 (0, 0, q) .
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图 2.9: 软墙截断AdS/QCD模型(c=3): 交流电导率实部Reσ(ω); 不同颜色的

曲线对应于不同的重子数密度: d̃=0.1(红线), 0.2(绿线), 0.4(蓝线), 0.6(黑线),

0.8(橘黄色).

当k⃗ = (0, 0, q)时，格林函数GR
µν仍然可以按照公式(2.67) 分解为横向部分

和纵向部分，而且在类光动量下纵向扰动模式ax,y对光子信号没有贡献。不难

将2.4.2一节中的计算推广到有限磁场的情形，ay = ay(k, u;B)的运动方程如

下(ax模式有同样的结果)：

∂2uay +

[
f ′(u)

f(u)
− g′(u)

2g(u)

]
∂uay +

[
ω̃2

uf(u)2
− q̃2

uf(u)

]
ay = 0, (2.121)

考虑k⃗ = (q, 0, 0)的情形，虽然这种情况下的极化张量GR
µν不再能够按照公

式(2.67)作形式化的分解，但纵向模式ax(相对于空间动量)的扰动对光子信号仍

然没有贡献。可以这样理解这一事实：在B → 0这一极限下，极化张量GR
µν仍

然具有如公式(2.67)的形式，而且在类光动量下ax对该极化张量的贡献为零，

由于连续性变化磁场时我们有理由相信这一性质不改变。实际上，利用数值方

法可以证明在类光动量下ax模式对G
R
µν没有贡献。然而横向模式ay与az满足不

同的运动方程

∂2uay +

[
f ′(u)

f(u)
− g′(u)

2g(u)

]
∂uay +

[
ω̃2

uf(u)2
− q̃2

uf(u)g(u)

]
ay = 0,

∂2uaz +

[
f ′(u)

f(u)
+
g′(u)

2g(u)

]
∂uaz +

[
ω̃2

uf(u)2
− q̃2

uf(u)g(u)

]
az = 0

(2.122)
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在上述空间动量两种不同取向下，横向扰动模式的在壳作用量都可以写成

公式(2.114)中所示的形式，只是对角度规Gµν为

Gµν = diag

(
gtt,

gyy
gyygxx + (∂yAx)2

,
gxx

gyygxx + (∂yAx)2
, gzz, guu

)
(2.123)

其中，这些公式中的无量纲协变动量(ω̃, q̃)与上一节的形式相同；无量纲的磁

场B̃和因子g(u)定义如下

g(u) = 1 + B̃2u3, B̃ =

(
R4

uT

)3/2

B. (2.124)

而且这些横向扰动模式在黑洞视界u = 1和渐近AdS的共形边界u = 0处的渐近

行为仍如公式(2.116,2.117)。这样，推迟格林函数仍由公式(2.118)给出。只是，

这些展开系数需要从运动方程(2.121)和(2.122)中求得。为了计算电导率，需要

研究k⃗ = 0下的扰动模式；磁场的存在要求我们将电导率分为如下两种情形

σxx = σyy : ∂
2
uax +

[
f ′(u)

f(u)
− g′(u)

2g(u)

]
∂uax +

ω̃2

uf(u)2
ax = 0,

σzz : ∂
2
uaz +

[
f ′(u)

f(u)
+
g′(u)

2g(u)

]
∂uaz +

ω̃2

uf(u)2
az = 0.

(2.125)

在D3/D7模型中有关模式的扰动分析可以有相似的结果。具体说来，

当k⃗ = (0, 0, q)时，横向扰动模式ax(y)由如下方程支配

∂2uax(y) +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u
− g′(u)

2g(u)

]
∂uax(y) +

[
ω̃2

f(u)2
− q̃2

f(u)

]
ax(y) = 0; (2.126)

对于k⃗ = (q, 0, 0)的情形，横向扰动模式ay与az分别满足如下运动方程

∂2uay +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u
− g′(u)

2g(u)

]
∂uay +

[
ω̃2

f(u)2
− q̃2

f(u)g(u)

]
ay = 0;

∂2uaz +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u
+
g′(u)

2g(u)

]
∂uaz +

[
ω̃2

f(u)2
− q̃2

f(u)g(u)

]
az = 0.

(2.127)

用于计算交流电导率需要的运动方程为

σxx = σyy : ∂
2
uax +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u
− g′(u)

2g(u)

]
∂uax +

ω̃2

f(u)2
ax = 0,

σzz : ∂
2
uaz +

[
f ′(u)

f(u)
− 1

u
+
g′(u)

2g(u)

]
∂uaz +

ω̃2

f(u)2
az = 0.

(2.128)
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其中，无量纲的能量与动量为ω̃ ≡ ω/(4πT )，q̃ ≡ q/(4πT )，黑体因子f(u) =

1− u4，因子g(u)定义如下

g(u) = 1 + B̃2u4, B̃ =

(
R3

uT

)2

B. (2.129)

计算推迟格林函数所需的在壳作用量与D4/D6模型中的类似，这里不再赘述。
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图 2.10: 类光动量下归一化的电磁流谱函数χT (ω)/ω，对应于k⃗ ∥ B的情形。
不同颜色的曲线相应于不同的无量纲化的磁场强度：B̃=0(红色的粗体实

线)，0.5(绿色实线)，1.0(蓝色虚线)，1.5(黑色点划线)，2.0(橘黄色的粗体虚

线)，4.0(粉红色的粗体点划线)。其中，左图对应于D4/D6模型下的结果，右图

是D3/D7模型的结果。

作为本节的另外一部分内容，我们利用上一节叙述的数值方法计算光子信

号相关的物理量。首先考虑类光动量下电磁流的谱函数，图2.10描绘了k⃗ ∥ B的
情形下D4/D6和D3/D7这两个全息QCD模型下的归一化的电磁流谱函数的迹随

频率ω的变化行为。由于在k⃗ ∥ B的情形下横向扰动的模式ax与ay有相同的行
为，它们对谱函数的贡献是一样的，因此在图2.10中以下标T来标记。图2.11展

示了当k⃗ ⊥ B时归一化的电磁流谱函数的迹。由于这种情况下两个横向扰动模

式对谱函数的贡献不同，我们分别以y与z这两个下标来标记不同模式的贡献。

在探测D-brane极限下，当磁场较小时才能忽略它对超引力背景几何的影响。

因此，我们的讨论只限于低频区，这里磁场的效应才会明显的表现出来。从

图2.10中的不同颜色的曲线可以看出，当从全息夸克胶子等离子体中发射的光

子沿着磁场方向运动时，该磁场会显著地减弱谱函数的强度。然而当发射的光
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图 2.11: 类光动量下归一化的谱函数的迹χy,zω)/ω对应于k⃗ ⊥ B的情形。不同颜

色的曲线相应于不同的无量纲化的磁场强度：B̃=0(红色的粗体实线)，0.5(绿

色实线)，1.0(蓝色虚线)，1.5(黑色点划线)，2.0(橘黄色的粗体虚线)，4.0(粉红

色的粗体点划线)。左边的两幅子图对应于D4/D6模型的结果，右边的两幅子

图是应用D3/D7 模型计算得到的。图中的指标y, z分别对应于扰动模式ay,z对于

谱函数的贡献。

子运动方向与磁场垂直时，磁场效应完全改变：从图2.11 中靠下面一排的子图

中可以看出增强磁场会显著地增强发射的光子的谱函数强度。根据发射光子相

对于外加磁场的不同运动方向，磁场对光子的谱函数强度的增强与减弱不同可

以被视为磁场在电磁信号中引入了各向异性，这在图2.12和2.13中有更明显的

表现。在图2.10中，磁场的增强使得谱函数在低频区的线性行为区域变宽，这

是磁场与重子数密度的另外一个区别。

图2.12和2.13描绘了归一化的微分光子发射率随频率的变化行为，它们

分别对应于k⃗ ⊥ B和k⃗ ∥ B的两种情形，与图2.10 和2.11一样我们分别用角

标T和y, z来标记不同扰动模式的贡献。作为本节主要结果之一，这两张图清晰



72 规范/引力对偶的应用研究

0 5 10 15 20 25 30
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

Ω

T

dG
Γ

T

dΩ

0 5 10 15 20 25 30
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Ω

T

dG
Γ

T

dΩ

图 2.12: 归一化的光子发射率dΓT
γ /dω，对应于k⃗ ⊥ B的情形。不同颜色的曲线

对应的磁场强度与图2.10中所描述的是一致的。左边的图是在D4/D7 模型下计

算的结果，而右图则对应于D3/D7模型。

地显示了磁场引入的各向异性现象：当自发发射的光子沿着外加磁场的方向

运动时，增大这个磁场将使得电磁信号受到压低；若自发发射的光子运动方

向与该磁场垂直时，增大磁场强度会放大这个电磁信号。另外一个特点是关

于dΓy
γ/dω的峰值频率ωp：增加磁场会使得ωp超紫外区移动。当然，强耦合夸克

胶子等离子体中的光子自发发射能谱与黑体辐射的能谱是不同的。

图2.14是电导率实部Reσxx,zz(ω)随频率ω的变化图。由于在探测D-brane的

方式要求磁场对超引力几何背景的反作用可以忽略，因此我们的讨论仅限于低

频区。很明显，高频极限下交流电导率的行为由4维共形场论的共形不变形来

决定。从图2.14中靠上面一排的两张子图不难看出，沿与磁场垂直方向的电导

率会受到磁场的压制，而且当磁场达到某一临界值会在电导率的红外区中形成

一gap结构，这与磁场可诱导产生gap这一期望是一致的；然而，对于沿着磁场

方向的电导率，磁场的增强会相应的增加这个方向的导电能力。这是磁场诱导

产生夸克胶子等离子体中有关电磁信号具有各向异性的另一明显表现。

综合本节与上一节的数值结果：磁场与重子数密度对全息夸克胶子等离

子体中的电磁信号的影响是不同的。重子数密度这一要素会增强光子信号的

自发发射，且不引入各向异性，这是可以从直观物理上理解的。由于磁场明

显的破坏了对偶场论边的空间转动对称性，它能够在光子信号中诱导出各向

异性是与物理直觉相符合的；然而，这种各向异性却反映在当自发发射的光

子相对于磁场的运动方向不同时，这些电磁信号会显著地受到磁场的增强或
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图 2.13: 归一化的光子发射率dΓy,z
γ /dω，对应于k⃗ ∥ B 的情形不同颜色的曲线对

应的磁场强度与图2.10中的情形一致。左边两幅子图是在D4/D6 模型中的光子

发射率，而右边的两幅子图则对应于D3/D7模型。图中的指标y, z分别对应扰

动模式ay,z对光子发射的贡献。

者减弱，这是直观上不能够猜测的。实际上，从各种扰动模式满足的运动方

程(2.121)和(2.122)中因子g′(u)/(2g(u))的符号可以预见在B ̸= 0时这些模式对电

磁信号的贡献有本质不同。

这里，我们应用数值方法证明了磁场对于全息夸克胶子等离子体中电磁信

号的增强或者减弱效应(根据产生光子相对于外加磁场的运动方向而定)。这些

数值结果是在磁较小的情况下得出的，当磁场较大时，我们需要考虑它对超引

力几何的反作用。到目前为止，这样的一个超引力几何度规还没有解析形式。

文献[92]运用解析的方法研究了强耦合区域的N = 4超对称杨-米尔斯等离子体

中光子发射以及双轻子发射过程，在引入强磁场B >> T 2的情形下，磁场会很

大程度的增强这些电磁信号。在全息QCD模型下，将[92]中的结果与本节内容

结合起来可以更好的理解磁场在夸克胶子等离子体物理中的效应。
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图 2.14: 交流电导率的实部Reσxx(zz)(ω)。不同颜色的曲线相应于不同的磁场强

度，相应的描述可参见图2.11。其中，左边的两幅子图是应用D4/D6模型计算

而得出的结果，右边的两幅子图则相应于D3/D7模型。靠上面一排的两幅子图

是沿x方向的电导率，靠下面的一排则是沿z方向的导电率。

应用QCD的引力对偶模型，我们在这一章中系统研究了强耦合夸克胶子等

离子体的一些重要性质。虽然这些模型大都过于简单，与QCD在极端高温高密

度下的行为有所区别，然而这些研究结果表明全息方法的可用性及普适性。



第第第三三三章章章 化化化学学学势势势诱诱诱导导导的的的全全全息息息超超超导导导体体体

利用规范/引力对偶研究凝聚态物理学中的强关联系统是一个新兴的交叉

研究方向，它将物理学的不同分支联系起来。虽然我们至今还未找到一个实际

的凝聚态系统的引力对偶描述，但是应用规范/引力对偶的方法能够帮助我们

理解强关联系统中的一些奇异现象，至少能够提供一些指导性的建议。本章集

中讨论全息超导体的对偶引力构建及其相关性质，其核心在于如何用全息的方

法实现连续对称性自发破缺，这又与黑洞的无毛定理联系在一起。

3.1 超超超导导导相相相变变变及及及其其其全全全息息息实实实现现现

超导现象是指材料在低于某一温度时，电阻变为零的现象，而这一温度称

为超导转变温度Tc。超导现象的特征是零电阻和完全抗磁性。其中，完全抗磁

性又称为Meissner效应，是指当超导体处于超导状态时，超导体内部磁场为零，

对磁场完全排斥。但当外部磁场大于临界值时，超导性被破坏。超导体的这两

条电磁属性可以用如下的London方程来描述

∂j⃗s
∂t

=
nse

2

m
E⃗, ∇× j⃗s = −

nse
2

mc
B⃗. (3.1)

其中，j⃗s是超导电流密度，E⃗和B⃗分别为超导体中的电场和磁场，e和m 分别

是电子的电荷和质量，ns是超导体载流子的密度参数。在库仑规范下可以

将London方程表达为超导电流与矢量势A⃗间的关系式

j⃗s = −
nse

2

mc
A⃗. (3.2)

对公式(3.1)中的第二个方程应用Maxwell方程可得

∇2B⃗ =
1

λ2L
B⃗, λL ≡

√
mc2

4πnse2
. (3.3)

其中，参数λL称为磁穿透深度，从上述方程可得磁场具有指数衰减行为B(x) =

e−x/λL，这说明磁场在超导体中是被屏蔽在长度λL之内的。
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超导体临界温度Tc附近的行为可用二级相变的Ginzburg-Landau理论来描

述。虽然这个理论被认为是一个唯象理论，但是作为London方程的推广，它不

仅可以推导出London方程，而且可以处理诸如空间变化的超导电子密度ns或者

能够改变ns的非线性效应等一些超越London方程的内容。Ginzburg-Landau理

论假设：在相变附近，物理系统有如下自由能

F = Fn + α(T − Tc)|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 + 1

2m

∣∣∣∣ (−i~∇− e

c
A⃗ψ
) ∣∣∣∣2 + · · · , (3.4)

其中，Fn是正常相的自由能，α, β是正的唯象参数，m可作为有效电子质量，

e是有效电荷，而序参量ψ与超导电子密度通过关系式ns = |ψ(x)|2联系起来。
利用该唯象理论可以知道在临界温度Tc附近的超导体的行为完全由磁穿透深

度λL(T )和相干长度ξ(T ) 决定

λL(T ) =

√
mc2β

4πe2α(T − Tc)
, ξ(T ) =

√
~2

2mα(T − Tc)
. (3.5)

比值κ = λL/ξ称为Ginzburg-Landau参数，可用于区分第一类和第二类超导体。

Abrikosov 发现：参数κ > 1/2的一些物质，它们在临界温度以下并不是完全的

抗磁超导体，磁场并不是被这些物质完全排斥。这些物质被称为第二类超导

体，以区别那些完全抗磁性的第一类超导体。

超导体的微观理论基础最先是由Bardeen，Cooper和Schrieffer提出的，现

在习惯称其为BCS理论。该理论认为物质中的电子-声子相互作用促使具有相

反自旋方向的电子对束缚在一起形成一个带电的玻色子，又称为Cooper对。在

临界温度Tc以下，系统发生二级相变，同时该Cooper对发生凝聚。这时，无

穷大的直流电导率标志着超导性。BCS理论的一个重要结论是建立了能带的

存在，它是系统基态与准粒子激发态间的能量差∆E。这个能带也称为质量

带，是破坏Cooper对并产生两个准粒子激发所需的最小能量。这个能带的存在

为实验所证实，并且它与临界温度有典型关系式∆E = 3.5Tc。进一步的研究

证明，Ginzburg-Landau理论是临界温度附近的微观BCS理论的极限形式，有

效电荷e和有效质量m可以等同于Cooper对的电荷与质量。而且，在相变附近，

序参量ψ可作为Cooper对的质心运动的波函数。

虽然BCS理论能够帮助我们理解超导体的一些微观机制，它同时也预言了

临界温度的上限：当温度超过39K时，Cooper对变得不稳定而无法维持超导状
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态。然而，近些年的实验研究发现一些超导物质的临界温度超过了这个上限，

这些物质主要是铜氧化物超导体及铁基超导体。显然，BCS理论不能用于理解

这些高临界温度的超导现象。虽然有证据表明在这些高温超导物质中仍然有电

子对形成，但是这个电子对的配对机制仍然不清楚。与BCS理论不同的是，这

些高温超导体中电子对的配对机制涉及到强关联物理行为，这也是规范/引力

对偶被用于研究高温超导的重要原因。

超流是一类没有阻力而流动的流体，它的粘滞系数为零，这一点与超导体

中的零电阻率可类比。超流的一个著名例子就是处于临界温度Tc = 2.17K之下

的液氦4He。用于理解超导和超流的统一理论就是自发对称性破缺，这两种物

理现象都会因生成凝聚而破坏某一对称性；它们之间的区别在于这个自发破缺

的对称性是整体性的还是局部的。对于超流而言，这个自发破缺的对称性为整

体对称性，因此会留下Goldstone玻色子；而在超导相变中，电磁对称性自发破

缺，光子吃掉Goldstone玻色子而获得质量。

全息超导的核心思想就是在引力框架下实现超导现象中的一些关键元素。

通过在渐近AdS时空中引入黑洞可将黑洞的Hawking温度等同于场论中的有限

温度。超导现象中自发破缺的电磁对称性U(1)可用bulk中规范对称性来模拟。

最后，我们需要一个Cooper对来描述超导凝聚，这可以通过在bulk引入特定构

型的带电标量场。然而这样的一个引力理论明显地违反了渐近平坦时空中的无

毛定理。然而，渐近AdS时空犹如一个禁闭的盒子，带电粒子不能够逃逸到该

空间的无穷远处。这一性质保证了渐近AdS 中的黑洞几何可以有由于带电标量

粒子凝聚而产生的毛[43]。文章[40]考虑了四维渐近AdS黑洞中的阿贝尔Higgs模

型，

S =

∫
d4x
√
−g
(
−1

4
FµνF

µν − |∂µΨ− iqAµΨ|2 − V (|Ψ|)
)
, (3.6)

标量场的势能为V (|Ψ|) = m2|Ψ|2。在探测极限下，物质场对AdS4黑洞几何的

影响可忽略。通过规范场的时间分量At引入有限密度和化学势，不难发现电荷

密度对标量场的质量平方有负值的贡献

m2
eff = m2 + gtt(At)

2 = m2 − z2

f(z)
· q

2

L2

(
1− z

zH

)2

. (3.7)

当电荷q足够大时，在z ∈ [0, zH ]区间内存在一个区域使得m
2
eff足够小而触及渐

近AdS4时空的Breitenlohner-Freedman下限[93]，这时阿贝尔Higgs模型进入不

稳定区，标量场具有非平庸的形状，相当于黑洞有毛。换言之，当系统的温度
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较高时，AdS4黑洞的稳定基态是无毛的，标量场Ψ = 0，对应于超导相变中的

正常相；当系统温度降低到临界值Tc时，上述系统的不稳定性要求渐近AdS黑

洞出现毛，即Ψ ̸= 0，这一非平庸的带电标量场构型同时使得U(1)对称性自发

破缺。通过对该物理系统在温度降低时的基态构建及其性质的研究发现它能够

很好的描述超导体。这里用于产生凝聚的是一个标量场，因此该全息超导相变

对应于s波。文献[94]考虑了渐近AdS黑洞中的Einstein-Yang-Mills系统，而且在

降低温度时发现了类似的行为，由于其序参量同时破坏空间转动对称性，该模

型被称为p波全息超导。

虽然上述的两个最小全息引力模型可以实现类似于超导相变的自发对称性

破缺，而且其基态的一些性质能够与超导体的基本属性很好的符合，但是这些

模型归根结底是唯象的，特别是它的对偶场论是极不明确的。这是第一章末尾

所论述的规范/引力对偶中的Bottom-Up方式的一大缺点，然而这些模型却是

很有效的。鉴于这一缺点，一些作者[95, 96]尝试从基本的超弦理论或者M理论

来建立具有明确对偶场论的类超导相变；另一种从Top-Down方式建立p波全息

超导模型的方法是应用交叉D-brane模型并研究味道D-brane上的非阿贝尔规范

场动力学，这可以视为味超导的全息对偶实现，有关工作可见[97–99]。这一章

中，我们主要使用唯象模型构建和交叉D-brane这两种方式研究一些全息超导

体的性质。由于这些全息超导模型中为了破坏共形对称性而引入了化学势这一

物理量，为了与下一章的内容相区别，我们在这里将这些全息超导模型笼统的

称为化学势诱导的全息超导体。

3.2 一一一维维维全全全息息息超超超导导导体体体

规范/引力对偶在凝聚态物理学中的应用中主要集中于较高维数的时空几

何，(1 + 1)维系统在凝聚态物理学中占有重要地位而且是近些年研究的热点问

题，因此利用全息对偶的方法构建低维凝聚态系统并对其性质做出预测是非常

有意义的。利用探测D-brane的方式，文章[100] 在AdS5 × S5背景时空中引入占

据其两维时空维数的D3-brane，限制于该探测D3-brane的world-volume上可知

该系统形成(1+1)维的缺陷共形场论。该文章进一步的分析了这个交叉D-brane

系统，并完整的写下了包括四维和二维时空中自由度的拉氏量，这个拉氏量

具有(4, 4)的超对称性和整体共形对称性，这个模型习惯性地被称为D3/D3模

型。在这一研究的基础上，文章[101] 将背景时空推广到带有黑洞的几何，并
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在探测D3-brane上给U(1)规范场的时间分量背景值，这使得对偶的缺陷共形场

论处于有限温度和有限密度的条件下，从形式上更接近凝聚态物理系统。文

章[101]用这样的系统来研究(1 + 1)时空中的强关联量子液体行为，并发现了与

高维空间中的不同之处：该模型同时给出了无耗散的模式和纯耗散的模式。其

中，无耗散的模式对应于密度扰动的极点，可理解为声模式，这与Luttinger模

型的结果是一致的。然而，纯耗散的模式在Luttinger模型中没有对应，这可

能是由于规范/引力对偶中的大N效应而引入的。同时，文章[102]采用Bottom-

Up的方式研究了渐近AdS3黑洞中有限温度和密度下的各种扰动模式的动力学，

并发现了与[101]中相似的结论。而且，该研究还发现了无带隙模式的有限谱密

度和对数周期性间的关联行为；交流电导率在ω →∞极限下趋于零，这与预期
的结果是一致的。

三维bulk时空的另一个重要问题是关于手征反常的理解及其效应。在规

范/引力对偶的框架下，可以用Chern-Simons项来研究与手征反常有关的物理。

在凝聚态物理的应用方面，文章[103]研究了全息方法描述下的二维时空中有限

密度系统的行为，利用(渐近)AdS3几何中的Chern-Simons项模拟守恒流的反常

可以证明二维共形场论中守恒流的反常完全决定了它的关联函数。而且，该文

章指出在该反常项消失的情形下这些系统的动力学会更加丰富，特别地，反常

存在时没有全息超导态。文章[104]用D2/D8交叉模型构建二维QCD的全息对偶

并全面的研究介子能谱，该研究强调了手征反常项在给出正确的介子质量谱中

的重要作用。

Ren在[105]中应用AdS3/CFT2对偶建立了(1 + 1)维时空中的类超导相变，

并合理地给出了计算电磁扰动关联函数和交流电导率的方案，这一研究限制

于s波类超导相变的情形。本节中，在这些研究的基础上我们用D3/D3模型构

建(1 + 1)维时空中的全息p波超导体并研究其基态和相关输运性质，这一研究

结果发表在[106]。

考虑近视界极限下N张重叠在一起的D3-brane对应的超引力几何的黑洞

解，为了计算的方便，将其度规中的紧致化维度部分S5做如下参数化

dΩ2
5 = dθ2 + cos2 θdξ2 + sin2 θdS2

3 . (3.8)

在该几何背景中引入两张重叠在一起的D3-brane，且让其在(t, x1, u, ξ)这些方

向上延展，其中u标记全息坐标。表3.1示意性地描述了产生背景几何的D3-

brane和引入味道物质的探测D3-brane间的相互构型。
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D3 × × × ×
D3 × × × ×

表 3.1: D3/D3模型

如果只考虑该探测D3-brane在上述超引力几何中平庸的构型将会简化计

算，那么在该探测D-brane的world-volume上的诱导度规为

ds2 =

(
uT
R3

)2
1

u2
(
−f(u)dt2 + dx2

)
+
R2

3

u2
du2

f(u)
+R2

3dξ
2, f(u) = 1− u4. (3.9)

由于两张重叠的探测D3-brane上的规范对称性为U(2)，为了构建p波全息超导

体我们只考虑SU(2) 部分的动力学，其玻色型有效作用量在文献[17]有详细的

研究。为简单起见，我们将这个非阿贝尔的有效作用量按照弦长度平方α′展

开保留到规范场的首阶项，这意味着我们忽略了非线性效应的影响。对于探

测D3-brane上的SU(2)规范场部分，其作用量简化为

S = −N3

∫
d3x
√
−GTr

(
F a
µνF

aµν
)
,

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + ϵabcAb
µA

c
ν

(3.10)

其中，N3是一个与模型相关的常数，G为诱导度规(3.9)的行列式，ϵ为三阶全反

对称张量且ϵ123 = +1。注意到在上述有效作用量中，手征反常Chern-Simons项

的贡献为零。一方面，这是由于我们在探测D3-brane的超引力几何背景中的嵌

入构型时考虑了零质量极限；另一方面，我们没有考虑规范场Aa
µ在紧致化的

内部空间上的激发，这在寻找能量最低的基态时是合理的。实际上，按照文

章[103]中的论述，这一项的消失是在(1 + 1)维时空中建立全息超导体所必须

的。从上述作用量可得规范场Aa
µ的运动方程

∂µ

[√
−GF aµν

]
+
√
−GϵabcAb

µF
cµν = 0. (3.11)

考虑化学势诱导的全息超导相变。为了达到这个目的，我们需要给规范场

时间分量一个非平庸的背景构型，如A3
0(u) ̸= 0。这里，为了保持系统空间均匀

性我们要求背景规范场的各个分量只依赖于全息坐标u。重复Gubser在[107]中

的相关讨论可以证明当化学势(由规范场时间分量的不可归一化模式提供)增大
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到某一临界值时，该渐近AdS黑洞变得不稳定；而且，可以通过使规范场的某

一空间分量在视界外产生凝聚而使该系统稳定下来。这样，在化学势较大的情

形下bulk中的SU(2)规范对称性自发破缺，黑洞产生超导性。具体说来，对于

规范场我们取如下假设

A = A3
0τ

3dt+ A1
1τ

1dx (3.12)

从后面的论述中可以看到，较大的化学势对应着系统处于较低温度状态，因此

规范场分量A1
1非平庸的解是临界温度之下的系统的基态，即超导态。

在陈述相关数值结果之前，简单的总结一下从场论中对于上述基态的理

解。由于D3/D3模型中的对偶场论是明确知道的，我们可以按照[98]中的论述

写下临界温度以下场论这边的凝聚算符。分量A3
0(u)在渐近AdS时空的共形边界

处的渐近展开中，其不可归一化的模式可理解为同位旋化学势，在对偶场论中

为具有如下形式算符提供源

J3
0 ∝ ψ̄σ3γ0ψ + ϕσ3∂0ϕ, (3.13)

其中，ψ = (ψu, ψd)和ϕ = (ϕu, ϕd)分别是夸克场与标夸克场，σi为Pauli矩阵，

γµ为二维时空中的Dirac矩阵。按照同样的方式，对偶于A1
1的凝聚算符具有如

下的形式

J1
1 ∝ ψ̄σ1γ1ψ + ϕσ1∂1ϕ. (3.14)

这里，对称性破缺的样式可以按照下面的方式理解。A3
0(u)在共形边界u =

0处的非零值使得bulk中的SU(2)规范对称性明显破缺到它的U(1)子群，它是

由SU(2)颜色空间的12-平面上的转动生成的；在电磁作用较弱的情况下，可以

将bulk中的这个U(1)对称性等同于电磁规范对称性。该U(1)对称性的破缺是通

过对偶于A1
1分量的算符O获得真空期望值而实现，而且为了确保它是自发破

缺的，我们要求算符O的源为零。这就是前面提到的对称性自发破缺的全息实
现。通过从对偶场论中的这些论述可见，这一自发对称性破缺导致的矢量算符

凝聚的过程类似于QCD中的ρ介子凝聚，因此这种全息超导模型也称为味超导，

与色超导态在本质上是不同的。

在由公式(3.12)给出的背景场假设下，杨-米尔斯方程(3.11)有如下分量的

形式 
ϕ′′ +

1

u
ϕ′ − 1

f(u)
φ2ϕ = 0,

φ′′ +

[
f ′(u)

f(u)
+

1

u

]
φ′ +

1

f 2(u)
ϕ2φ = 0,

(3.15)
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其中，方程中的′代表对坐标u的导数，模式φ和ϕ由下式定义

ϕ ≡ A3
0

πT
, φ ≡ A1

1

πT
.

由于模式φ与ϕ的非线性耦合，上述微分方程组(3.15)在一般情况下是很难解析

求解的，因此我们采用数值方法找到满足一定条件的(φ, ϕ)组合。在数值求解

该方程组之前，需要先研究模式φ, ϕ在共形边界u = 0和黑洞视界u = 1处的行

为。利用Frobenius方法可知在共形边界处，

ϕ(u→ 0) ∼ ρ+ µ log u, φ(u→ 0) ∼ φ(1) + φ(0) log u+ · · · . (3.16)

与高维bulk情形不同的是，模式φ, ϕ在共形边界u = 1处行为中出现对数项，

因此我们在建立边界场论与bulk引力中相关物理量的对应时需重新考虑。按

照bulk中的场在共形边界的渐近行为中的可归一化模式对应它的对偶算符的真

空期望值而它的不可归一化模式对应于算符的源这一原则，我们将上述渐近

边界展开中的系数µ解释为化学势，ρ为密度；对于φ模式可以有相似的结果，

φ(0)是凝聚算符O的源，φ(1)与该凝聚算符的真空期望值对应。超导中对称性的

自发破缺要求模式φ满足如下条件

φ(0) = 0, φ(1) ∼ ⟨O⟩. (3.17)

在黑洞视界处，ϕ和φ有如下级数行为

ϕ(u ∼ 1) = a1(u− 1) + b1(u− 1)2 + c1(u− 1)3 + d1(u− 1)4 + · · · ,

φ(u ∼ 1) = a2 + b2(u− 1) + c2(u− 1)2 + d2(u− 1)3 + e2(u− 1)4 + · · · ,
(3.18)

其中，展开系数a1,2是自由的，其余的系数可以通过将上述视界处行为代入到

耦合方程组(3.15)中并匹配(u − 1)的各级系数而表达成a1,2的函数。同时，为

了使得规范场的时间分量ϕ的模平方在视界处有限我们要求ϕ(u = 1) = 0。

以(3.18)为初始条件，可以用有限元微分方程求解方法得到方程组(3.15)满足边

界条件(3.17)的解。

图3.1描绘了凝聚算符O在临界温度Tc以下的行为。从该图中描绘的凝聚曲
线可知它与高维时空中全息超导的相关性质类似。在温度T → 0时，凝聚算符

的期望值O趋于常数，这正是一般超导体所期望的。然而，零温极限下凝聚的
真空期望值⟨O⟩ ≈ 8.5Tc比BCS理论的预言值大很多，这可能是由于全息超导
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图 3.1: (1 + 1)维时空中p波全息超导体的凝聚算符O的真空期望值，当T趋于临
界温度时，凝聚逐渐消失。右图中的黑色直线是拟合O在临界温度附近的数据
为一直线而匹配出来的结果。

体是一种强耦合的系统。在超导现象的平均场理论中，超导相变中的凝聚算

符O在临界温度附近有如下的平方根行为

⟨O⟩ ∼ (T − Tc)1/2, T → Tc. (3.19)

在图3.1中通过拟合凝聚在临界温度附近的行为可知该凝聚算符有如下行为

⟨O⟩ ≈ 15.6435Tc (1− T/Tc)
1/2 , T → Tc, (3.20)

对于本节中的D3/D3模型，临界温度Tc = 0.0827962µ。因此，与高维空间中的

全息超导模型类似，凝聚算符在临界温度附近具有平均场预言的行为，这说明

全息超导相变是一个二级相变。

在得到耦合方程组3.15的数值解后，根据规范/引力对偶的方案可以计算该

超导系统的自由能，这个过程需要做全息重整化以消除在渐近AdS几何的红外

部分(u → 0的几何区域)引入的发散。如果只关心该系统的相变行为，正常相

与超导相间的自由能之差才是最有意义的，其具体表达式为

∆ΞN-SC = V
∫ 1

0

du
√
−Ggtt [ϕ(u)φ(u)]2 ≡ V∆F, (3.21)

其中，V与D3/D3模型相关的常数，它正比于(1 + 1)时空的体积。图3.2 描绘了

该p波超导体的一些热力学性质，其中左边的子图展示了超导相中化学势µ与

密度ρ 间的关系，右边的子图是正常相与超导相间自由能密度之差∆F。从
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图 3.2: 左图中显示在对称性破缺相中同位旋化学势µ与其密度ρ之间的关系。

右图中显示正常相与超导相间系统的自由能密度之差∆F。

图3.2中可明显的看出，在临界温度以下∆F > 0，对称性破缺的超导相是热力

学稳定的，它是该系统稳定的基态。

超导现象的另一个重要属性就是其直流电导率为无限大，为了证明D3/D3模

型在低温相下确实具有超导性需要研究该系统在上述基态下的电磁扰动及其线

性响应。在探测D-brane极限下，该超导系统的各种扰动模式中的规范场部分

和度规部分相互退偶，这一特点在很大程度上简化了我们的分析。考虑背景规

范场(3.12)的如下扰动形式

Aa
M → Aa

M + aaM(t, x, u), aau(t, x, u) = 0,

其中，规范aau = 0的选取与文献中利用全息方法研究强耦合问题的习惯

相同，我们称其为径向规范。为了计算交流电导率，只需要考虑扰动模

式{a1t (t, x, u), a2t (t, x, u), a3x(t, x, u)}，而且他们对于时间的依赖可取为平面波
型：{a1t (t, x, u), a2t (t, x, u), a3x(t, x, u)} ∼ e−iωt {a1t (u), a2t (u), a3x(u)}。
将杨-米尔斯方程(3.11)做线性化可得这些扰动模式的运动方程，

a1t
′′
+

1

u
a1t

′
+

1

f(u)
ϕψa3x = 0

a2t
′′
+

1

u
a2t

′ − 1

f(u)

(
iω̃ψa3x + ψ2a2t

)
= 0

a3x
′′
+

[
f ′(u)

f(u)
+

1

u

]
a3x

′ − 1

f 2(u)

[
−ω̃2a3x + ϕψa1t + iω̃ψa2t

]
= 0,

(3.22)

其中，无量纲化的频率ω̃ = ω/(πT )。实际上，径向规范条件aau = 0相应的运动

方程将会给出额外的两个限制方程，由于它们与电导率的计算没有直接关系，
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这里为了简洁起见而略去。Gubser和Pufu在文章[94]中指出：电导率是一个物

理量，它应该与规范的选取无关；因此，为了计算全息模型在超导相的电导率

需要用耦合的扰动模式{a1t (u), a2t (u), a3x(u)}线性地组合出一个规范不变的新模
式。符合这种要求的一个模式为

ã3x = a3x + φ
iω̃a2t + ϕa1t
ϕ2 − ω̃

. (3.23)

在数值求解扰动模式的方程组(3.22)之前，需要研究它们在正则奇点u =

0和u = 1 附近的渐近行为。通过Frobenius分析可知这些扰动模式在黑洞视

界u = 1处有如下行为
a3x = (1− u)α

[
1 + a3x

(1)
(1− u) + a3x

(2)
(1− u)2 + a3x

(3)
(1− u)3 + · · ·

]
a1t = (1− u)α

[
a1t

(1)
(1− u) + a1t

(2)
(1− u)2 + a1t

(3)
(1− u)3 + · · ·

]
a2t = (1− u)α

[
a2t

(1)
(1− u) + a2t

(2)
(1− u)2 + a2t

(3)
(1− u)3 + · · ·

]
,

(3.24)

其中，指数α = −iω̃/4的选取是为了使得各个扰动模式在黑洞视界处满足入射
波的边界条件，这是因为我们需要计算推迟格林函数。而且，公式(3.24)中的

展开系数均为频率的函数，可以通过将这些表达式代入方程组(3.22)中得到。

在共形边界u = 0处，同样的分析得到这些扰动模式的渐近行为如下，
a1t = A1

t
(0)

+ A1
t
(1)

log u+ · · ·

a2t = A2
t
(0)

+ A2
t
(1)

log u+ · · ·

a3x = A3
x
(0)

+ A3
x
(1)

log u+ · · · .

(3.25)

容易看出，与高维全息超导模型明显不同的是，这些非阿贝尔规范场的扰动

模式在共形边界附近的行为中有对数项，这与在建立该(1 + 1)维全息超导模型

基态时遇到的情形—背景场ϕ, φ在u = 0处的渐近行为是一致的。这个对数项的

出现使得我们需要重新考虑计算电磁扰动的推迟格林函数的方案。将渐近行

为(3.25)代入新定义的规范不变的模式(3.23)并在u = 0处展开，

ã3x = Ã3
x

(1)
+ Ã3

x

(0)
log u+ · · · , u→ 0,

Ã3
x

(1)
= A3

x
(0)
, Ã3

x

(1)
= A3

x
(1)

+
A1

t
(0)
φ(1)

µ
.

(3.26)
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按照文章[105]中的有关论述可知这种情形下计算推迟格林函数及交流电导

率的方案为

GR(ω) = −
Ã3

x

(1)

Ã3
x

(0)
, σ(ω) = − 1

iω

Ã3
x

(1)

Ã3
x

(0)
. (3.27)
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图 3.3: (1 + 1)维时空中p波全息超导体的交流电导率σ(ω)。左图中的显示的是

电导率的实部Reσ(ω)，在ω = 0处出现直流超导；当温度足够低时，电导率的

实部在低频区出现一能带结构，而且在高频区ω → ∞，电导率趋于零。右图
是电导率的虚部Imσ(ω)，在超导相中它有一极小值，相应的频率定义为ωg。两

幅图中不同颜色的曲线对应于不同的温度：T/Tc=1.0(红线)，0.664919(绿线)，

0.269669(蓝线)，0.189074(黑线)。

在此方案下，图3.3中所绘制的曲线是有限温度有限同位旋密度的D3/D3模

型作为(1 + 1)维时空中p波超导体的全息引力对偶的交流电导率。在T = Tc处，

该全息超导系统处于临界状态且⟨O⟩ = 0，其电导率曲线(图3.3中的红线)与文

献[101, 102]中给出的数值结果一致。在临界温度之下，系统进入U(1)对称性自

发破缺的超导相，⟨O⟩ ̸= 0。从图3.3中可以明显的看出，当ω → 0时电导率出现

一δ函数式的峰值，这正是直流超导的标志。这一特点可用Kramers-Kronig关

系式来解释，该关系式将一个具有因果关系的物理量的实部和虚部联系起

来，而且可以探测他们各自的分布部分，而电导率正是这样的一个物理量。

将Kramers-Kronig关系式应用于该模型中的电导率

Im[σ(ω)] = −P
∫ ∞

−∞

dω′

π

Re[σ(ω′)]

ω′ − ω
, (3.28)
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其中，P代表积分主值部分。从这个关系式可知，当且仅当电导率的虚部
有一极点，即Imσ(ω) = 1/ω时，该电导率的实部才会出现一δ函数式的峰

值，即Reσ(ω) = πδ(ω)；反之亦然。实际上，从图3.3中可以看出这些曲线

在ω → 0极限下趋向于无限大。

交流电导率的实部Reσ(ω)在低频区出现(赝)带隙结构，而且随着系统温度

的持续降低该带隙变宽，相应的电导率在红外区压的更低，它对应着凝聚程度

的增大；过了这一个电导率的压低区之后，它在某一临界频率ωg附近迅速增

长，文章[108]系统的研究了s 波全息超导模型下这个临界频率，并将其定义为

交流电导率虚部的极小值对应的频率，称其为交流电导率的带隙。从图3.3中不

难读出相应温度下ωg的具体数值，例如由蓝线标识的交流电导率有

ωg

T
≈ 25,

T

Tc
= 0.269669 =⇒ 6.74Tc, (3.29)

而且用其它温度下的曲线得到的带隙频率ωg与这个数值很接近。在高维空间中

的p波全息超导模型中，计算超导相的导电行为时需要考虑两组相互退偶的扰

动模式，用文献[94]中的符号标记它们：
{
a3y
}
和{a1t , a2t , a3x}。然而，在(1 + 1)维

时空中，只有耦合的扰动模式{a1t , a2t , a3x}是与电导率相关的，而且电导率的最
终结果与文献[94]中由a3y扰动模式给出的相似。可见，虽然在应用D3/D3模型

构建(1 + 1)时空中p波全息超导体的基态和超导相中电磁扰动时这些模式在边

界u = 0处的渐近行为不同于高维全息超导的情形，而且需要重新考察计算超

导凝聚算符真空期望值和电导率的方案，但是我们的结果与高维空间中的全息

模型给出的结果类似，这意味着全息方法在研究强耦合系统中有普适性。

3.3 具具具有有有动动动力力力学学学临临临界界界指指指数数数的的的全全全息息息超超超导导导体体体

到目前为止，本论文在应用全息对偶的方法研究常见的强耦合物理系统

时都是在渐近AdS的框架下进行的。按照全息重整化的观点，引力几何的这一

特征意味着它的对偶场论在高能区有一个紫外固定点。根据Wilson重整化及有

效场论思想，这在很多实际物理系统中是不必要的，而且实际情况中我们很

难找到一个既符合低能区物理现象又具有完整紫外区的形式理论。同样，在

应用规范/引力对偶研究强耦合系统时，如果只关心实验可探测的低能量区，

我们可以抛弃这个渐近AdS的限制。另外，凝聚态物理系统大多是可以用非

相对论处理的低速物理体系，因此，人们自然期望建立非相对论共形场论的
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全息引力对偶。文献中主要有两类这样的非相对论型的规范/引力对偶框架，

具有Lifshitz固定点的引力对偶[44]和具有薛定谔对称性的共形场论的引力对

偶[109, 110]。这两类几何均是在Bottom-Up的方式下建立起来的，可以通过一

定的方式将它们嵌入到完整的超弦/M理论中。

在这一节中，我们考虑具有动力学临界指数的p波超导体的全息引力构建。

为了达到这一目的，我们需要在公式(1.73)中所示的零温下的Lifshitz几何中引

入黑洞，以使得其对偶场论生活在有限温度的环境中，在文献[111, 112]的习惯

下这样的黑洞几何度规为

ds2 = L2

(
−r2zf(r)dt2 + r2

d∑
i=1

dx2i +
dr2

r2f(r)

)
,

f(r) = 1− rz+d
0

rz+d
, Λ = −(z + d− 1)(z + d)

2L2
.

(3.30)

同时，按照Hartnoll在[10]中的论述，黑洞几何(3.30)可以是Einstein-Maxwell-

Dilaton系统的解[111]

S =
1

16πGd+2

∫
dd+2x

√
−g
(
R− 2Λ− 1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

4
eλϕFµνFµν

)
,

eλϕ = r−2d, λ2 =
2d

z − 1
, Frt = q0r

z+d−1, q20 = 2L2(z − 1)(z + d),

(3.31)

其中，Λ是负值的宇宙学常数。在临界指数z = 1时，上述系统退化到渐

近AdSd+2黑洞。

应用黑洞热力学，黑洞几何(3.30)的Hawking温度与Bekenstein熵密度为

T =
z + d

4π
rz0, s =

Ldrd0
4Gd+2

. (3.32)

为了数值计算的方便，对全息坐标r做替换u = r0/r可以将其映射到有限区间

中。在u坐标架下，度规(3.30)有如下简洁形式(这里取d = 2)

ds2 = L2

(
− r

2z
0

u2z
f(u)dt2 +

r20
u2

(dx2 + dy2) +
du2

u2f(u)

)
, f(u) = 1−uz+2, (3.33)

这里，u = 0和1分别是黑洞几何(3.33)的共形边界和黑洞视界。

具有动力学临界指数的s波全息超导体在[113, 114]中有相应的研究，但是

文献[113]只给出了超导相的基态性质，文章[114]中的给出的超导相的电导率异
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常的小。为了进一步澄清这些事实，我们在[115]中重新考察了这一模型并将其

推广到p 波超导体的情形。我们的研究发现：在动力学临界指数z = 2时，s波

与p波超导体的基态与电荷输运性质很相似。因此，本节接下来的主要内容则

集中于具有动力学临界指数z = 2的p波全息超导体。由于渐近AdS时空下的p波

全息超导体已有系统的研究，其基本框架与上一节中的(1 + 1)维时空中的情形

一致，因此我们这里略去一般的论述。在黑洞背景(3.33)中加入SU(2)的规范

场Aa
M，在探测极限下可以忽略它们对该几何的影响，只需考虑如公式(3.10)所

示的规范场动力学

S = −1

4

∫
d4x
√
−gTr

(
F a
µνF

aµν
)
, (3.34)

按照[107]的分析可知，对规范场的背景Aa
M可取假设(3.12)，这些分量遵循杨-米

尔斯方程， 
ϕ′′ +

z − 1

u
ϕ′ +

ψ2

f(u)
ϕ = 0,

ψ′′ +

[
f ′(u)

f(u)
+

1− z
u

]
ψ′ +

u2z−2ϕ2

f 2(u)
ψ = 0,

(3.35)

其中，模式ϕ, ψ是无量纲化的规范场，由于时空标度异性行为(1.74)，它们的

定义如下

ϕ ≡ z + 2

4πT
A3

0, ψ ≡
(
z + 2

4πT

)1/z

A1
1. (3.36)

当系统的温度T < Tc时，上述Einstein-Yang-Mills系统的稳定基态为全息

超导相：ϕ和ψ 有非平庸的形状。根据全息对偶方案，它们在边界u = 0的行

为与其对偶场论的物理量直接相关。由于临界指数z = 2的情形在凝聚态系

统中占有相当重要的地位，本节后面的讨论仅限于z = 2这一特例。由运动方

程(3.35)可知这些模式在边界处的渐近行为

ϕ(u→ 0) ≈ ρ+ µ log u, ψ(u→ 0) ≈ ψ(0) + ψ(2)u2. (3.37)

可见，非平庸的临界指数z明显破坏时空间各向同性：由于ϕ模式的运动方程

在u = 0处有简并的微分方程临界指数，我们需要在其渐近展开中引入对数项，

其系数ρ和µ分别是手动引入的有限密度和化学势；规范场模式ψ ∼ A1
1与对偶

超导体的凝聚算符有关，可归一化的模式ψ(2)是凝聚算符O的真空期望值，系
数ψ(0)是该算符的源。超导对称性破缺是自发性的，它在全息框架下的实现为

ψ(0) = 0, ψ(2) ∼ ⟨O⟩, (3.38)
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图 3.4: 具有动力学临界指数的p波全息超导体的凝聚算符O的真空期望值，
当T趋于临界温度Tc时，凝聚逐渐消失。右图中的黑色直线是拟合O在临界温
度附近的数据为一直线而匹配出来的结果。

该凝聚是一个标度维数为二的算符。利用上一节所描述的数值方法，在

图3.4中绘出了在凝聚算符的期望值随温度的变化行为。与渐近AdS空间中的全

息p波超导体相比，凝聚⟨O⟩在T → 0时并不是趋于有限常数值而是以较大速率

增大，这是非平庸的临界指数z ̸= 1的一个明显效应，同时这也表明探测极限

近似在低温下不再是合理的假设。在相变附近T → Tc，图3.4 中的黑色曲线表

明通过拟合超导凝聚O在Tc附近的数值可知它具有平均场行为，

⟨O⟩ ≈ (17.634Tc)
2 (1− T/Tc)

1/2 , T → Tc, (3.39)

其中，临界温度Tc = 0.0367064µ。凝聚的平均场行为表明该超导相变的临界指

数为1/2，属于二级相变，这一属性已成为全息超导体的一个普适性质1。在数

值建立的超导相基态的基础上，正常相与超导相的自由能密度之差∆F描绘在

图3.5中，同时该图也描述了化学势与密度间的关联。

作为本节的最后一个部分，我们陈述该全息超导系统在超导相中的电荷输

运性质，即交流电导率σ(ω)。由于p波超导的序参量O(对偶于A1
1)破坏空间转动

对称性，在计算电导率时需考虑如下两个相互退偶的电磁扰动模式{
a3y(u, t)

}
∼ e−iωt

{
a3y(u)

}
,{

a1t (u, t), a
2
t (u, t), a

3
x(u, t)

}
∼ e−iωt

{
a1t (u), a

2
t (u), a

3
x(u)

}
,

(3.40)

1当考虑了物质场对背景几何的反作用时，全息超导相变可以随该反作用的强弱变化而成为一级相变，

详细讨论可见[116]。
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图 3.5: 左图中显示在对称性破缺相中同位旋化学势µ与其密度ρ之间的关系。

右图中显示正常相与超导相间系统的自由能密度之差∆F；在临界温度Tc以下，

∆F > 0表明对称性破缺的超导相是热力学稳定的。

在公式(3.40)中对这些扰动模式已经做了平面波假设。对杨-米尔斯方程做线性

化，扰动模式a3y(u)满足如下方程

a3y
′′
+

[
f(u)′

f(u)
− z − 1

u

]
a3y

′
+

[
u2z−2ω̃2

f(u)2
− ψ2

f(u)

]
a3y = 0, (3.41)

而耦合的扰动模式{a1t , a2t , a3x}遵循的运动方程与上一节的相应情形相似，

a1t
′′
+
z − 1

u
a1t

′
+

ϕψ

f(u)
a3x = 0,

a2t
′′
+
z − 1

u
a2t

′ − ψ

f(u)

(
iω̃a3x + ψa2t

)
= 0,

a3x
′′
+

[
f(u)′

f(u)
+

1− z
u

]
a3x

′ − u2z−2

f(u)2
(
−ω̃2a3x + ϕψa1t + iω̃ψa2t

)
= 0.

(3.42)

扰动模式a3y在共形边界u = 0处有行为

a3y(u→ 0) ≈ A3
y
(0)

+ A3
y
(1)
u2 + · · · , (3.43)

根据全息对偶方案，沿y方向的交流电导率定义为

σyy(ω) =
1

iω

A3
y
(1)

A3
y
(0)
. (3.44)
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图 3.6: 动力学临界指数z = 2的p波全息超导体沿y方向的交流电导率σyy(ω)，

在ω = 0处出现直流超导。左图中的显示的是电导率的实部Reσyy(ω)：当温度足

够低时，电导率的实部在低频区出现一能带结构，而且在高频区ω →∞，电导
率趋于1。右图是电导率的虚部Imσyy(ω)，其行为与用渐近AdS时空构建的全息

超导体不同。两幅子图中不同的曲线对应于不同的温度(从上至下)：T/Tc=1.0，

0.588587，0.171829，0.079889，0.0691493。

沿y方向的电导率可以通过数值求解扰动方程(3.41)得到，其数值结果描绘

在图3.6中。从图3.6中容易看出电导率虚部在ω = 0处有一极点，即Imσyy(ω) ∼
1/ω，根据Kramers-Kronig关系式可知电导率的实部在ω = 0处呈现δ-函数式峰

值，即Reσyy(ω) ∼ δ(ω)，这标志着系统具有直流超导性。同时，电导率的实

部显示在低频区有带隙形成，而且该带隙随凝聚程度的增大而变宽。临界指

数̸= 1导致电导率的虚部很快衰减为零，且不存在极小值，与用渐近AdS时空

构建的p波超导体性质有所不同。p波超导体由于其序参量为矢量而破坏空间转

动对称性，这使得它具有空间各向异性，为此我们需要考察超导相中沿x方向

的电导率。相互耦合的扰动模式{a1t , a2t , a3x}在共形边界u = 0处的行为如下
a1t = A1

t
(0)

+ A1
t
(1)

log u+ · · · ,

a2t = A2
t
(0)

+ A2
t
(1)

log u+ · · · ,

a3x = A3
x
(0)

+ A3
x
(1)
u2 + · · · ,

(3.45)

公式(3.23)中定义的规范不变的模式ã3x在u = 0有如下展开行为

ã3x = Ã3
x

(0)
+ Ã3

x

(1)
u2 + · · · ,

Ã3
x

(0)
= A3

x
(0)
, Ã3

x

(1)
=
A1

t
(0)

µ
ψ(2) + A3

x
(1)
.

(3.46)
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图 3.7: 动力学临界指数z = 2的p波全息超导体沿x方向的交流电导率σxx(ω)，

在ω = 0处出现直流超导。其行为与图3.6中所示的沿y方向的电导率基本一致。

两幅子图中不同的曲线对应于不同的温度(从上至下)：T/Tc=1.0，0.588587，

0.171829，0.079889，0.0691493。
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图 3.8: 扰动模式a3y(红线)和ã3x(蓝线)的谱函数随频率的变化行为，不同的曲线

相应于不同的超导凝聚值。

运用这个规范不变的扰动模式可知沿x方向的电导率可定义为

σxx(ω) =
1

iω

Ã3
x

(1)

Ã3
x

(0)
. (3.47)

图3.7中是通过数值方法计算耦合的扰动模式而得到的沿x方向的交流电导率，

其行为与图3.6中展示的结果基本一致。但是，p波超导体的各向异性在这里表

现为电导率实部沿x和y方向的增长速度的不同。为了更清晰的展示这一特征，

图3.8中绘制了扰动模式a3y和ã
3
x相应的谱函数，它们随ω 的增长速率不同。
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综合本章的内容，化学势诱导的全息超导体在研究类超导相变的某些性质

方面具有普适性：忽略物质场对背景几何反作用情形下，超导凝聚在相变附近

具有平均场行为，全息超导相变是一个二级相变；在ω = 0处，电导率趋于无

限大，全息超导体出现直流超导性；高维空间的p波全息超导体具有明显的各

向异性等。然而本章的研究内容有较大的局限性：

(1)在分析电磁扰动模式时，关闭了它们对空间动量的依赖，这在考察超导相中

的电荷输运行为上是足够的。p波超导体的各向异性行为使得在打开这些扰动

模式对空间的依赖时变得复杂，然而，正是这一特点将会丰富p超导体的研究

内容和一些新现象。

(2)本章的研究都是在探测极限下进行的，这种极限在凝聚不够大的时候是较

合理的。在T → 0 时，超导凝聚值对背景几何的影响显得比较重要，特别是

在z = 2的p波超导体中，因此，极端低温下需要考虑凝聚的反作用。

文献[116–119]结合以上两点，在渐近AdS5空间中构建了包含物质场反作用

的p波全息超导基态并对它的一些性质做了系统的研究：由于p波超导的各向异

性，即使在Einstein引力框架下，剪切粘滞系数与熵密度的比值η/s也不再是一

个普适的常数；同时，p波序参量导致的各向异性使得超导相的电流和热流混

合产生热电效应、挠曲电效应以及压电效应。将这些研究内容推广到本章中的

全息超导模型中是很有趣的。

费米面在理解凝聚态物理中的一些现象中是相当重要的，低温超导

的BCS理论认为超导现象是因为费米面附近的电子配对后相干凝聚而形成的。

因此，费米面的结构对于超导的形成过程以及超导体的各种特性有着密切的联

系。在规范/引力对偶的框架下，全息费米面的研究是通过在bulk理论中引入

费米型的场并计算其关联函数。对一些简单模型的研究[11]已经得到了与高温

铜基系统和重电子系统相似的性质。因此，进一步研究全息超导凝聚对于全息

费米面及相关性质具有重要意义，有关内容的初步研究可见[120, 121]。在3.2

中建立的一维p波全息超导模型是比较特殊的：一维空间中朗道费米液体理论

已不再适用；用全息方法探测一维空间中超导体的费米点问题是值得探讨的。
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抗磁性是超导体的另一重要特点，通过在全息超导框架下引入均匀磁场

来研究该类超导系统在外磁场中的行为发现[122, 123]：存在一临界磁场，而

且当磁场强度低于该临界值时带电的类超导凝聚可通过二级相变形成，这

是Meissner效应的全息实现。在实际的凝聚态物理系统中，平移对称性会被掺

杂所破坏，而上一章中所研究的全息超导体是一种空间齐性系统。Hartnoll，

Herzog 及Horowitz在文章[41]中论述到：在非全息超导系统中，当考虑到物质

场对于引力几何的反作用时，电导率的实部会在ω = 0处出现δ-函数形式的峰

值；然而，它与全息超导体中的直流超导性是有本质区别的，而且这个不实际

的无穷大直流电导率可以通过引入杂质而破坏系统的平移不变性来消除。

最近，在渐近AdS时空中的Einstein-Maxwell-Scalar系统中通过手动方式引

入周期性栅格结构而破坏全息对偶理论的平移对称性的工作[124, 125]引起了广

泛的关注。其中，文献[124]考虑了s波全息超导系统中通过受调制的化学势来

引入周期性栅格结构，而且在临界温度之下系统的基态是一个超导stripe；而

文献[125]考虑了在bulk理论中通过中性标量场引入周期性栅格并考虑其对引力

度规的反作用，从电导率的数值计算发现：ω = 0下的无穷大电导率消失，直

流电导率成为一个有有限宽度和数值的量；而且，该系统的光学电导率展现

出Drude peak行为，在高频区过渡到指数定律行为，这些结果与铜基系统的物

理有些相似之处。

全息超导模型是在对渐近AdS黑洞几何的稳定性研究基础上建立起来

的[43, 107]。这些研究多集中于化学势诱导的黑洞不稳定性，而且在低温相下

的稳定基态仍具有平移对称性。文章[126]考察了Scharzschild-AdS5黑洞在较大

磁场下的行为：若磁场由SU(2)规范场的某一空间分量提供，当磁场B超过某

一临界值时渐近AdS黑洞出现不稳定性，带电矢量算符的凝聚可以使系统在

大磁场条件下得到稳定。另外，有研究表明[127]：大磁场中的QCD真空将会

成为电磁超导体，这主要是由于强力与电磁力间的相互作用导致带电的ρ介

子产生自发凝聚而形成空间非齐性的超导ρ介子涡旋结构。鉴于这些研究，文

献[128]构建了全息对偶场论中由于大磁场诱导而形成的p波超导基态：它在垂

直于磁场的空间方向形成一个三角的Abrikosov栅格结构，而且这个栅格是由
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带电矢量算符凝聚而产生的超导涡旋组成。这个基态的行为与第二类超导体在

较大临界磁场附近的行为相似。本章的主要内容来自于文献[126, 128]以及一些

未发表的笔记。

4.1 磁磁磁场场场诱诱诱导导导的的的不不不稳稳稳定定定性性性：：：渐渐渐近近近AdS时时时空空空

考虑(4 + 1)维渐近AdS时空中的SU(2)的Einstein-Yang-Mills理论，其动力

学由如下作用量决定

S =

∫
d5x
√
−g
[

1

2κ25
(R− 2Λ)− 1

4e2
F a
µνF

aµν

]
, (4.1)

其中，κ5是五维的引力常数，Λ = −6/L2是负值的宇宙学常数，L是渐近AdS空

间的半径，e是规范耦合常数。SU(2)的规范场强为

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + ϵabcAb
µA

c
ν . (4.2)

上述系统被用来构建化学势诱导的p波全息超导系统，然而，这里我们通

过规范场的空间分量引入“味道”磁场

A3
y = Bx =⇒ B = F 3

xy, (4.3)

可见，在选取磁场沿z方向后，上述系统的对偶场论的SO(3)转动对称性被明显

破缺到SO(2)；同时，选取规范场在味道空间的第三方向使得SU(2)的规范对

称性明显破缺到它的U(1)子群。我们将这个剩余的规范对称性等同于电磁规范

对称性。

在探测极限下κ5/e → 0，规范场与度规场的动力学是相互退偶的，磁

场对于渐近AdS5几何的影响可忽略不计。我们主要考虑如下两种情形：

Schwarzschild-AdS5和硬墙截断的纯AdS5 时空，将其度规统一地写成

ds2 =
L2

u2

(
−f(u)dt2 + dx2 + dy2 + dz2 +

du2

f(u)

)
, (4.4)

当f(u) = 1 − u4/u4h时，它是五维的AdS黑洞背景，相应的Hawking温度为T =

1/πuh；当f(u) = 1时，在该几何的红外区域引入截断使得纯AdS5几何终止

于u = uc。然而，只有在涉及具体数值计算时才会指定所使用的全息背景时空，
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因此我们的结论具有一般性。在探测极限下只需考虑规范场部分的动力学，它

由Yang-Mills场的运动方程支配，

∂µ
(√
−gF aµν

)
+
√
−gϵabcAb

µF
cµν = 0. (4.5)

当物理系统处于平衡态附近时其行为可以用线性响应来描述，外部扰动的

效应由推迟两点格林函数与该扰动的源之间的卷积来确定。根据柯西积分公

式，该扰动的响应可表达成为推迟两点格林函数的极点的形式[129]，而且这些

极点等同于黑洞的准正则模式[74]。每一个准正则模式的相应频率都包含实部

和虚部两部分，对于扰动模式的阻尼型震荡，频率的实部决定该扰动模式的能

量，而频率的虚部决定该扰动模式的衰减。具体的讲，如果将扰动模式对于时

间的依赖关系写成∼ e−iωt的形式，那么趋向于平衡态的弛豫只能发生在该扰动

模式的准正常模式相应的频率位于复平面的下半部分的情形下。在具有黑洞视

界的渐近AdS时空中，扰动的准正则模式满足如下边界条件：在黑洞视界处该

扰动为一个完全的入射波；而在共形边界处它是一个可以归一化的模式，即该

扰动模式在共形边界的渐近展开中不可归一化模式的系数必须为零，这相当于

要求扰动模式在共形边界处满足Dirichlet边界条件。实际上，正是Dirichlet边

界条件使得黑洞的各种扰动模式的准正则模式离散化。对于硬墙截断的AdS模

型，在计算相关扰动的准正则模式时在截断处u = uc处的边界条件在后续内容

中有详细论述。

为了揭示渐近AdS5时空中Einstein-Yang-Mills系统在强磁场下的稳定性，

考虑规范场的微小扰动

Aa
M → Aa

M + aaM . (4.6)

对方程(4.5)做线性化处理，扰动模式的运动方程为

∂µ
(√
−gfaµν

)
+
√
−gϵabc

(
abµF

cµν + Ab
µf

cµν
)
= 0,

fa
µν = ∂µa

a
ν − ∂νaaµ + ϵabc

(
Ab

µa
c
ν + abµA

c
ν

)
.

(4.7)

在径向规范aau = 0的选取下，从线性化的Yang-Mills方程(4.7)不难发现，剩余

的12个扰动模式可分为如下四个相互退偶的子部分：{
a3t,x,y,z

}
,
{
a1,2z

}
,
{
a1t , a

1
x, a

2
y

}
,
{
a2t , a

2
x, a

1
y

}
.

其中，磁场B在子部分
{
a3t,x,y,z

}
所满足的运动方程中不出现，因此这些扰动

模式的行为与系统在较大磁场中的稳定性无关，可以选取规范将它们关闭：

a3t,x,y,z = 0。
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考虑扰动模式子部分{a1,2z }。这两个扰动模式满足相同的运动方程：

∂2ua
1
z + ∂u ln

(√
−gguugzz

)
∂ua

1
z −

gtt

guu
ω2a1z −

gyy

guu
(Bx)2a1z +

gxx

guu
∂2ua

1
z = 0. (4.8)

扰动的子部分
{
a1t , a

1
x, a

2
y

}
与
{
a2t , a

2
x, a

1
y

}
有相似的行为。根据[130]的分析可

知，定义如下扰动模式可使这些耦合的方程得到简化，

E±
t,x,y ≡ a1t,x,y ± ia2t,x,y. (4.9)

而且这些新定义的模式属于U(1)3群基础表示态，其中，U(1)3是bulk中SU(2)规

范对称性由于磁场B = F 3
xy的引入而明显破缺到的规范子群，它是由在SU(2)的

颜色空间沿τ3生成元方向转动而得到的U(1)群。本节将证明，当外磁场足够大

时，在该子群下规范变换的扰动模式出现不稳定性。将bulk中这一剩余规范对

称性与电磁对称性相比拟，那么这种对称性的自发破缺类似于超导相变过程。

新定义的模式E+
t,x,y满足如下相互耦合的运动方程：

∂2uE
+
t + ∂u ln (

√
−gguugtt) ∂uE+

t + gxx

guu

(
∂2xE

+
t + iω∂xE

+
x

)
−

gyy

guu

(
ωBxE+

y +B2x2E+
t

)
= 0, (4.10)

∂2uE
+
x + ∂u ln (

√
−gguugxx) ∂uE+

x + gtt

guu

(
−ω2E+

x + iω∂xE
+
t

)
−

gyy

guu

(
iBE+

y − iBx∂xE+
y −B2x2E+

x

)
= 0, (4.11)

∂2uE
+
y + ∂u ln (

√
−gguugxx) ∂uE+

y + gtt

guu

(
−ω2E+

y − ωBx∂xE+
t

)
−

gxx

guu

(
iBE+

x + iBx∂xE
+
x − ∂2xE+

y

)
= 0, (4.12)

此外，径向规范aau = 0的选取使得这些耦合模式间并不是相互独立的，

− iωE+
t +

gxx

gtt
∂xE

+
x +

gyy

gtt
iBxE+

y = 0. (4.13)

至于扰动模式E−
t,x,y所满足的运动方程可通过将(4.10,4.11,4.12,4.13)做复共轭而

得到。需要指出的是：在得到上面这些运动方程时，我们假设这些扰动模式只

依赖于坐标t, x, u，即

aaµ(xµ) ∝ e−iωtaaµ(ω, x, u). (4.14)

首先，考虑运动方程(4.8)在增加磁场强度下的行为，下面以模式a1z为例，

对它取如下的ansatz可将它对坐标u和x的依赖关系分离开

a1z(u, x) = φ(u)ψ(x). (4.15)
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容易看出，φ(u)和ψ(x)分别满足如下微分方程

∂2uφ+ ∂u ln (
√
−gguugzz)∂uφ− gtt

guu
ω2φ+ gxx

guu
Cφ = 0, (4.16)

∂2xψ − [B2x2 + C]ψ = 0. (4.17)

模式ψ满足韦伯方程，其一般解可用线性独立的两个抛物线柱函数组成，

ψ = C1D

[
−B − C

2B
,
√
2Bx

]
+ C2D

[
−B + C

2B
, i
√
2Bx

]
, (4.18)

其中，D[n, z]是抛物线柱函数，它在z → ∞极限下的渐近行为[131]如下：当复

角主值arg z满足条件| arg z| < 3π/4时，

D[n, z] ∼ e−z2/4zn
{
1− n(n− 1)

2z2
+
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2× 4× z4
− · · ·

}
, (4.19)

然而，当π/4 < arg z < 5π/4时，D-函数的渐近行为如下

D[n, z] ∼ e−z2/4zn

{
1 +

∞∑
k=1

(
−n

2

)
k

(
1−n
2

)
k

k!

(
−z

2

2

)−k
}
−
√
2π

Γ(−n)
enπi×

ez
2/4z−n−1

{
1 +

∞∑
k=1

(
1+n
2

)
k

(
1 + n

2

)
k

k!

(
z2

2

)−k
}
.

(4.20)

应用抛物线柱函数的渐近行为于公式(4.18)中的第二项可知，

C2 = 0 =⇒ ψ ∝ D

[
−B − C

2B
,
√
2Bx

]
, (4.21)

为了使它在x→ −∞处有限，我们必须要求

−B − C
2B

= n ∈ {N+ ∪ 0} =⇒ C = −(2n+ 1)B, (4.22)

从而使得1/Γ(−n)→ 0。这时，φ满足的方程为

∂2uφ+ ∂u ln
(√
−gguugzz

)
∂uφ−

gtt

guu

[
ω2 +

gxx

gtt
(2n+ 1)B

]
φ = 0, (4.23)

由于gxx/gtt < 0，上述方程中的最后一项(2n + 1)Bgxx/gtt < 0，因此增加磁

场B的强度可使扰动φ的某一准正则模式ω0的平方变得越来越大，而不会触及

到边缘稳定模式。而且，在B = 0时该系统是稳定的，因此，磁场强度B的增

强将增强扰动模式的子部分{a1,2z }的稳定性。
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由于耦合模式
{
E+

t,x,y

}
与
{
E−

t,x,y

}
的行为相似，我们以

{
E+

t,x,y

}
为例研究增

加磁场时可能出现的不稳定性。本节开始已有论述，为了揭示引力系统可

能的不稳定性，我们需要计算扰动的准正则模式。该准正则模式相应频

率的虚部变成正值是该系统进入不稳定区的重要标志；通常，我们期望

准正则模式进入上半复平面发生在ω = 0处。实际上，Gubser在文章[43]中

指出：临界情形是如果某一扰动有一个边缘稳定模式，即ω = 0，我们有

理由相信该系统将要进入扰动的不稳定区。在耦合的扰动
{
E+

t,x,y

}
中，选

取ω = 0将使得E+
t 与

{
E+

x,y

}
相互退偶；而且，这时扰动E+

t 不会出现边缘稳定模

式。当E+
t = 0时，方程(4.10)和(4.13)一致，因此，关掉扰动模式E+

t 在形式上

是自洽的。

既然扰动E+
t 不会出现边缘稳定模式，而且关掉这一扰动不会造成扰动方

程的不自洽性，为了简单起见，下面的分析都是在这样的假设下进行的。上述

耦合的扰动模式满足的运动方程可简化为

∂2uE
+
x + ∂u ln

(√
−gguugxx

)
∂uE

+
x −

gtt

guu
ω2E+

x +

gyy

guu

(
∂2xE

+
x −

2∂xE
+
x

x
−B2x2E+

x

)
= 0,

(4.24)

在得到上述退偶方程时应用了由于径向规范选取而导致的限制方程(4.13)：它

在E+
t = 0的假设下约化为：

∂xE
+
x + iBxE+

y = 0.

对扰动模式E+
x做分离变量E

+
x = ϕ(u)ρ(x)并代入方程(4.24)：

∂2uϕ+ ∂u ln
(√
−gguugxx

)
∂uϕ−

gtt

guu
ω2ϕ+

gyy

guu
C ′ϕ = 0,

∂2xρ+
2

x
∂xρ+

(
B2x2 + C ′) ρ = 0,

(4.25)

其中，C ′是分离变量常数。ρ(x)的一般解是如下特殊函数的线性组合，

ρ(x) = e
1
2
Bx2

[
C3U

(
−B − C

′

4B
,−1

2
, Bx2

)
+ C4L

(
B − C ′

4B
,−3

2
, Bx2

)]
, (4.26)

C3,4是积分常数，可由物理的边界条件确定；U,L分别是合流超几何函数与

广义拉盖尔多项式。合流超几何函数U(α, γ, z)在z → ∞极限的渐近行为如
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下[131]：

U(α, γ, z) ∼ Γ(γ)

Γ(γ − α)
e±απiz−α

{
1 +

∞∑
n=1

(−1)n (α)n(1− γ + α)n
n!zn

}
+

Γ(γ)

Γ(α)
ezzα−γ

{
1 +

∞∑
n=1

(γ − α)n(1− α)n
n!zn

}
,

(4.27)

式中因子e±απi当复角主值−π/2 < arg z < 3π/2时取正号，当−3π/2 < arg z <

π/2时取负号。而且，当z处于第一、四象限时，U(α, γ, z)的渐近行为主要由公

式(4.27)中的第二项主导；当z处于第二、三象限时，U(α, γ, z)的渐近行为主要

由第一项主导。为了使得x→ +∞时ρ(x)有限，我们要求

− B − C ′

4B
= −m =⇒ C ′ = (1− 4m)B, (4.28)

其中，m是非负的整数。由于1/Γ(−m) = 0，因此在空间无穷远处x → ∞，函
数ρ(x)是有限的。将C ′代入函数ϕ(u)的运动方程(4.27) 中可知：

∂2uϕ+ ∂u ln
(√
−gguugxx

)
∂uϕ−

gtt

guu

(
ω2 − gyy

gtt
(1− 4m)B

)
ϕ = 0, (4.29)

值得指出的是，方程(4.29)与(4.23)具有相似的行为。特别地，当m ̸= 0 时方

程(4.29)中的最后一项−gyy/gtt(1−4m)B < 0，按照对扰动模式φ在方程(4.23)附

近的论述可知，当m ̸= 0时，增加磁场强度会使得系统更加稳定。然而当m =

0时方程(4.29)中的最后一项−gyy/gtt(1 − 4m)B > 0，这时增加磁场B的强度会

使得ϕ的某一稳定的准正则模式ω0的行为与上述情形完全相反：当磁场足够大

时，该准正则模式的平方ω2
0 → 0，对应于边缘稳定模式，标志着该系统进入不

稳定区。而且，我们期望非负整数m = 0对应于该系统的基态，它使得系统的

自由能取极小。

上述不稳定性的出现还可以从另外一个角度来理解，这与上一章中的化

学势诱导的全息超导模型中有效质量平方变成负值类似。在m = 0情形下，函

数U = L = 1使得ρ(x) = exp
(
−1

2
Bx2

)
，所以扰动模式E+

x,y具有如下简洁的表达

式

E+
x = exp

(
−1

2
Bx2

)
V (t, u), E+

y = −iE+
x =⇒

a1x = −a2y = exp

(
−1

2
Bx2

)
ReV, a2x = a1y = exp

(
−1

2
Bx2

)
ImV,

(4.30)
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在得到a1,2x,y的关系式时，我们应用了这些扰动模式为实函数的性质；同时，我

们恢复了E+
x,y对时间的依赖，而且V (t, u) ∝ e−iωtϕ(u)。正如之前所述，扰动模

式只依赖于坐标u, t, x，从上述论证中可知足够大磁场下扰动a1,2x,y会出现不稳定

性，其作用量(这里只考虑了a1x, a
2
y这两个扰动模式，而且保留到这些扰动的二

阶项)在对空间方向x, y, z积分之后为

S2 ∝
∫
dudtgxx

[
gtt (∂tReV )2 + guu (∂uReV )2 − 4Bgyy (ReV )2

]
, (4.31)

可见，模式ReV的有效质量平方为m2
eff = −4BgyyB，当磁场足够大时，它将超

越渐近AdS时空中的Breitenlohner-Freedman下限[93]而使得该模式成为一个不

稳定的快子。

上面的论述中假设引力几何的背景度规是空间各向同性的(特别是在x, y方

向上)，而且我们只考虑了静态度规情形，它相应于平衡态附近的对偶场论；

因此，上述分析与结论具有一般性：足够大的磁场会触发渐近AdS时空中

的Einstein-Yang-Mills系统的不稳定性；而且，与上一章中讨论的化学势诱导

的全息超导情形类似，为了在较大磁场情形下稳定该引力系统需要模式E+,−
x,y 产

生凝聚从而破坏剩余规范对称性U(1)3，而且基态是一个与空间相关的，即具

有空间非齐次性。因此，足够大的磁场会使得渐近AdS时空中的Einstein-Yang-

Mills理论对偶于空间非齐次性的全息超导态，该基态的建立将在下一节有详细

的论述。

为了确定该系统出现不稳定性时对应的临界磁场值Bc，我们需要求

解满足一定边界条件的微分方程(4.29)。对于Schwardzschild-AdS5和硬墙截

断的AdS5这两种时空需要区别处理，这是由于在bulk中的红外区u → uh或

者u → uc附近，需要对扰动模式加以不同的边界条件。首先考虑硬墙截断

的AdS5度规，它曾被用于研究强子物理相关的现象并得到有趣的结论，微分方

程(4.29)可表达为

∂2uϕ−
1

u
∂uϕ+

(
ω̃2 + B̃2

)
ϕ = 0, (4.32)

其中，无量纲化的频率ω̃和磁场B̃定义为ω̃ = ωuc，B̃ = Bu2c，截断uc相应于

低能QCD中的强子谱的特征能标，即ΛQCD ∼ 1/uc。在上述方程中，我们已

经将度规(4.4)中的径向坐标做变换u → u/uc，因此u = 1相应于硬墙截断处，

而u = 0相应于该时空的共形边界处。幸运的是，方程(4.32)可以解析求解，而
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且它的一般解是两个相互线性独立的贝塞尔函数的叠加，

ϕ(u) = C ′
1uJ

[
1,
√
ω̃2 + B̃2u

]
+ C ′

2uY
[
1,
√
ω̃2 + B̃2u

]
. (4.33)

为了计算渐近AdS时空中扰动的准正则模式，在共形边界处对扰动需要加

上Dirichlet边界条件，

ϕ(u→ 0)→ 0 =⇒ C2 = 0 =⇒ ϕ(u) = uJ
[
1,
√
ω̃2 + B̃2u

]
, (4.34)

上式中，我们取归一化因子C ′
1 = 1。然而，在硬截断u = 1处，我们要求扰动满

足Neumann 边界条件[59]，

∂uϕ(u)
∣∣
u=1

= 0 =⇒ J
[
0,
√
ω̃2 + B̃2

]
= 0. (4.35)

因此，临界磁场是零阶J型贝塞尔函数J [0, z]的零点，而且，最小的临界磁场相

应于J [0, z]的第一个非平庸的零点：B̃c ≈ 5.8。随着磁场的增加，准正则模式的

移动趋势描绘在示意图4.1中的左边子图：当磁场B = 0时，最低的准正则模式

为ω̃ = ±2.40483，它实际上是一个正则模式；磁场强度从零增加时，该正则模
式沿实轴向原点移动；在临界磁场B̃c处，该正则模式ω = 0，相应地，该系统

将进入不稳定区。

对于Schwardzschild-AdS5黑洞度规，方程(4.29)有如下明显的形式

∂2uϕ+

(
f ′(u)

f(u)
− 1

u

)
∂uϕ+

(
ω̃2

f 2(u)
+

B̃

f(u)

)
ϕ = 0, (4.36)

其中，ω̃ = ωuh = ω/(πT )，B̃ = Bu2h = B/(πT )2，f(u) = 1− u4。为了计算渐
近AdS黑洞中扰动的准正则模式，扰动ϕ(u)在黑洞视界处满足入射波边界条件，

而它在共形边界处满足Dirichlet边界条件：

ϕ(u→ 1) ∝
(
1− u4

)−iω̃/4
, ϕ(u→ 0) = 0. (4.37)

当B̃ = 0时，扰动的准正则模式在文献[132]有系统的研究，可近似的写成ωn ≈
n(±2 − 2i)(n为正整数)。当磁场B的强度逐渐增加时，其第一个准正则模式在

频率的复平面上的移动描绘在示意图4.1中的右边子图中。这两个最低阶的准正

常模式首先在复平面的虚轴融合为一，然后一个极点沿虚轴朝下移动，另一个

沿虚轴朝下移动；而且，朝上移动的极点最终在临界磁场B̃c = 5.15处穿过实轴

而进入上半平面，这标志着这系统进入不稳定区。
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图 4.1: 增加磁场B的强度时准正则模式在频率的复平面上的移动。左图是硬墙

截断的AdS5模型下的结果，触发系统进入不稳定区的临界磁场为B̃c = 5.8。右

图是在Schwardzschild-AdS5黑洞背景下的结果，在临界磁场B̃c = 5.15时系统进

入不稳定区。右图取自文献[126]。

4.2 磁磁磁场场场诱诱诱导导导的的的超超超导导导体体体

上一节中已经证明，当磁场B的强度超过其临界值Bc时，渐近AdS5时空

中的Einstein-Yang-Mills理论中非阿贝尔规范场只有背景A3
y = Bx时具有不稳

定性，需要额外地给规范场Aa
M背景值以使其稳定；若进一步的要求这些背景

场在规范/引力对偶的意义上是无源的，那么该基态下bulk中的剩余规范对称

性U(1)3自发破缺，类似于超导相变。本节将详细阐述这一基态的构建。

4.2.1 规规规范范范场场场微微微扰扰扰展展展开开开

为了得到关于规范场背景自洽的运动方程，对Aa
M取如下一般化假设

A =
∑

a=1,2,3;M=x,y

Aa
M(x, y, u)τadxM , τ a =

1

2
σa, (4.38)

这里，σa是Pauli矩阵。从下文的论述中我们可以看出：关掉这些场对于坐

标t, z的依赖是合理的；其中，关掉这些背景规范场对于时间的依赖保证基态是

一个静态解，而关掉它们对于空间z 的依赖将会使得这个基态成为xy平面上的

栅格结构。

将公式(4.38)代入到Yang-Mills方程(4.5)中可得9个以x, y, u为宗量的相互

耦合的偏微分方程：其中的6个是关于规范场A1,2,3
x,y 的动力学方程，剩下的3个
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是由于径向规范Aa
u = 0的选取而导致的限制方程。在求解这些耦合的偏微

分方程时，我们主要根据文献[133, 134]给出的方案，在临界磁场Bc附近对

这些耦合方程做半解析处理。当磁场强度B在临界值Bc之下时，规范场构

型A3
y = Bx,A3

x = 0以及A1,2
x,y = 0是Yang-Mills方程(4.5)的解，而且根据上节的

论述可知它们是微扰稳定的，这相当于超导体的正常相。当增加磁场B的强

度到临界值Bc之上时，系统的基态应是公式(4.38)中的所有规范场分量都有

非平庸的形状，我们将其称为超导相。当B > Bc却又无限接近Bc时，超导相

的凝聚无限小，因此，我们可以对公式(4.38)中所有规范场分量按照无穷小参

数ϵ ∼ B−Bc

Bc
做微扰展开。为了明显地展示在建立这个超导基态过程中使用的微

扰技术，我们将明显保留ϵ在各个模式的展开中，在具体数值计算中将这个参

数吸收到各微扰阶的结果中。最一般地情形，我们可以将公式(4.38)中的各分

量写成如下形式

A3
y = xB + ϵA3(1)

y + ϵ2A3(2)
y +O(ϵ3),

Aa
M = ϵA

a(1)
M + ϵ2A

a(2)
M +O(ϵ3), (a,M) ̸= (3, y),

(4.39)

我们可以在微扰论的每一级求解A
a(i)
M 。

在渐近AdS5时空中，公式(4.38)中各个分量在共形边界u = 0处可展开成如

下形式，

A3
x,y

∣∣
u→0

= s3x,y + v3x,yu
2 +O(u3),

A1,2
x,y

∣∣
u→0

= s1,2x,y + v1,2x,yu
2 +O(u3),

(4.40)

根据公式(1.54)所示的全息对偶方案可知，上述展开式中的系数s1,2,3x,y 是A
1,2,3
x,y 的

边界场论对偶算符的源，而v1,2,3x,y 则是这些对偶算符的真空期望值。具体说

来，s3x,y相应于外加的磁场强度，而v
3
x,y是磁化强度；s

1,2
x,y是超导凝聚算符的源，

而v1,2x,y是超导凝聚算符的真空期望值。对于分量A
3
x,y，我们设定边界条件使得所

加的外磁场不受到高阶微扰的修正，磁化强度却是非零的。为了使得剩余规范

对称性U(1)3是自发破缺的，我们要求s
1,2
x,y = 0从而使得这些非零的超导凝聚是

无源的。对于Schwarzschild-AdS5黑洞，我们要求规范场的这些分量在黑洞视

界处是正规的，而对于硬墙截断的AdS5几何则要求规范场的这些分量在截断处

遵循Neumann边界条件。

从Ginzburg-Landau自由能(3.4)出发可以导出Ginzburg-Landau方程。按照
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文献[133, 134]中的符号习惯，这一组方程可写为下面的形式

(
−i∇− A⃗

)2
ψ − ψ + |ψ|2ψ = 0, (4.41)

∇×∇× A⃗ = −i
(
ψ̄∇ψ − ψ∇ψ̄

)
− |ψ|2A⃗, (4.42)

正如在3.1一节中所述，公式(4.41,4.42)中的ψ是Cooper对的波函数，A⃗是电磁矢

量势。由于上述方程的结构是我们所关心的，因此在上面展示的方程中忽略了

一些无关紧要的系数。

规范场分量A1,2,3
x,y,u所满足的9个运动方程可分为两组，分别与上述的两

个Ginzburg-Landau方程对应。其中，第一组方程由非阿贝尔规范场的分

量A1,2
x,y,u遵循的6个方程组成，这里将其称为凝聚方程，它们相应于Ginzburg-

Landau方程中的(4.41)。在A1,2
x,y,u 满足的6个方程中，分量A1,2

x,y相应的二阶微分

方程是动力学的，而A1,2
u 给出的由于径向规范选取而导致的限制。定义U(1)3下

规范协变态Ex,y = A1
x,y + iA2

a,y将使得这6 个方程变成3个复化的方程：其中两个

相应于Ex,y的动力学，另一个是联系Ex与Ey的限制方程。这样，只剩下一个复

的自由度，可与方程(4.41)中的波函数ψ相类比，描述超导凝聚强度。虽然上面

阐述的类比在非微扰论层次上不是很明显，在超导相变附近我们可以对规范场

的这些分量采取微扰处理，我们将会清晰的看出这一类比。用复化的限制方程

可将这两个复化的动力学方程约化为一个独立的二阶微分方程。

第二组由分量A3
x,y,u满足的方程组成，这里将其简称为磁场方程，它们

与Ginzburg-Landau方程中的(4.42)对应，而且分量A3
x,y,u与电磁矢量势A⃗相类

比。利用径向规范A3
u = 0导致的限制方程可以使A3

x与A
3
y满足的方程在微扰论

的每一阶相互解耦。

由于Yang-Mills场方程(4.5)的非线性结构特征，即使在微扰展开的方案下

这些方程的求解依然是非常困难的。考虑A3
u = 0的规范选取导致的限制方程

− A2
x∂uA

1
x − A2

y∂uA
1
y + A1

x∂uA
2
x + A1

y∂uA
2
y + ∂y∂uA

3
y + ∂x∂uA

3
x = 0. (4.43)

在这个限制方程中，磁场分量A3
x,y是以线性项出现的，而凝聚分量A

1,2
x,y是以二

次方项出现的。这一特点表明凝聚分量A1,2
x,y微扰展开的奇数阶会影响磁场分

量A3
x,y 微扰展开的偶数阶，因此，我们可以将公式(4.39)展示的各分量的微扰
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展开限制为如下形式

A3
y = xB + ϵ2A3(2)

y +O(ϵ4),

A3
x = ϵ2A3(2)

x +O(ϵ4),

Ex,y = ϵE(1)
x,y + ϵ3E(3)

x,y +O(ϵ5),

(4.44)

即：磁场分量A3
x,y的展开中只保留参数ϵ的偶数阶项，凝聚分量A

1,2
x,y的展开中只

保留参数ϵ的奇数阶项。在这个微扰展开方案下，凝聚分量和磁场分量在微扰

论的每一阶都是相互退偶的。我们可以按照下列顺序求解这些分量场：首先

在ϵ的线性阶求解凝聚分量E
(1)
x,y，然后将其作为磁场分量的第二阶A

3(2)
x,y 所满足运

动方程的源进一步求解处A
(2)
x,y，这些磁场分量的二阶项又作为E

(3)
x,y所满足运动

方程的源，依此类推到微扰论的每一阶。

在微扰论的线性阶，凝聚分量E
(1)
x,y的形状由如下方程决定

0 =∂x∂uE
(1)
x + ∂y∂uE

(1)
y + iBx∂uE

(1)
y ,

0 =∂2uE
(1)
x + ∂u ln

(√
−gguugxx

)
∂uE

(1)
x +

gyy

guu
∂y
(
∂yE

(1)
x − ∂xE(1)

y +

iBxE(1)
x

)
+
gyy

guu
iBE(1)

y +
gyy

guu
Bx
(
i∂yE

(1)
x − i∂xE(1)

y −BxE(1)
x

)
,

0 =∂2uE
(1)
y + ∂u ln

(√
−gguugyy

)
∂uE

(1)
y +

gxx

guu
∂x
(
∂xE

(1)
y − ∂yE(1)

x −

iBxE(1)
x

)
− gxx

guu
iBE(1)

x .

(4.45)

选取适当的边界条件，这一组偏微分方程可以解析求解。对公式(4.45)中的第

一个方程关于坐标u积分可得：

∂xE
(1)
x + ∂yE

(1)
y + iBxE(1)

y = 0, (4.46)

在得到上述的限制方程时考虑到U(1)3对称性是自发破缺的而在共形边界处要

求E
(1)
x,y(u → 0) = 0。对E

(1)
x,y关于y方向取平面波假设E

(1)
x,y ∼ e−inky并代入限制方

程(4.46)可知

E(1)
y =

1

ink − iBx
∂xE

(1)
x , n ∈ N. (4.47)

因此，耦合的方程组(4.45)约化为如下的一个独立方程

0 =∂2uE
(1)
x + ∂u ln

(√
−gguugxx

)
∂uE

(1)
x +

gyy

guu
×(

∂2xE
(1)
x +

2B

nk −Bx
∂xE

(1)
x − (nk −Bx)2E(1)

x

)
.

(4.48)
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利用上一节的分离变量法可求得上述偏微分方程的通解

E(1)
x =

∞∑
n=−∞

Cn exp

{
−inky − 1

2
B

(
x− nk

B

)2
}
U(u), E(1)

y = −iE(1)
x , (4.49)

其中，径向函数 U(u)是下述常微分方程满足一定边界条件的解

∂2u U(u) + ∂u ln
(√
−gguugxx

)
∂u U(u) +

gyy

guu
Bc U(u) = 0. (4.50)

在应用分量变量法得到上述这些方程时，我们要求E
(1)
x 在空间无穷远处x →

±∞有限，而且为了研究系统的基态我们将分离变量过程所得到的常数取为B。
在AdS5黑洞时空中，径向函数U(u)只能数值求解；对于硬墙截断的AdS5时空，

U(u)是贝塞尔函数。然而，数值计算显示这两种渐近AdS5时空下的超导相基态

在基本性质上是一致的。

由于在微扰论线性阶微分方程(4.45)的齐次性，参数Cn的尺度是没有意义

的。同时，在微扰论的线性阶不同参数{Cn, k}的选取所指定的不同形状的栅格
的自由能是简并的。为了将这些格子的简并解除，需要进一步研究高阶微扰展

开中的相互作用项。在微扰展开的第二阶O(ϵ2)，径向规范A3(2)
u = 0导致如下限

制方程，

∂u∂xA
3(2)
x + ∂u∂yA

3(2)
y = 0 =⇒ ∂xA

3(2)
x + ∂yA

3(2)
y = 0, (4.51)

在得到公式(4.51)中的第二式时，我们要求磁场分量的高阶修正不改变外加磁

场的强度而将该积分常数取为零。利用公式(4.51)可将磁场分量展开的二阶项

所满足的运动方程解耦，

0 =∂2uA
3(2)
x + ∂u ln

(√
−gguugxx

)
∂uA

3(2)
x +

gyy

guu
(
∂2x + ∂2y

)
A3(2)

x +
gyy

guu
×[

3

2
E(1)

x ∂yĒ
(1)
x +

3

2
Ē(1)

x ∂yE
(1)
x +

i

2
Ē(1)

x ∂xE
(1)
x −

i

2
E(1)

x ∂xĒ
(1)
x

]
,

0 =∂2uA
3(2)
y + ∂u ln

(√
−gguugyy

)
∂uA

3(2)
y +

gxx

guu
(
∂2x + ∂2y

)
A3(2)

y − gxx

guu
×[

Bx+
3

2
E(1)

x ∂xĒ
(1)
x +

3

2
Ē(1)

x ∂xE
(1)
x −

i

2
Ē(1)

x ∂yE
(1)
x +

i

2
E(1)

x ∂yĒ
(1)
x

]
,

(4.52)

其中，方程中出现的Ē
(1)
x 是E

(1)
x 的复共轭。文献[135]指出：为了使得超导基态

具有栅格结构，参数Cn应该有相同的幅度且具有一定的周期性Cn = Cn+P。因
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此，利用微扰展开在线性阶的结果(4.49) 可知非齐次方程(4.52)的源在xy平面

上具有如下的周期性

x ∼ x+
Pk

B
, y ∼ y +

2π

k
, (4.53)

其中，整数P是系数Cn的周期，即Cn = Cn+P。因此，我们期望磁场分量A
3(2)
x,y 也

具有这样的周期性，并对其做傅里叶级数展开可得：

A3(2)
x,y =

∑
m

∑
n

exp

{
−i2πmB

kP
x− inky

}
Ã3(2)

x,y (m,n, u). (4.54)

将傅里叶展开式(4.54)代入运动方程(4.52)并经过复杂的代数运算可以得到动量

空间的傅里叶模式Ã
3(2)
x,y 满足下面的方程：

u∂u

(
f(u)

u
∂uÃ

3(2)
x,y

)
−
(
k2n2 +

4m2π2B2

k2P 2

)
Ã3(2)

x,y + Tx,y×

exp

{
−k

2n2

4B
− m2π2B

k2P 2
+ i

mnπ

P

}(P−1∑
l=0

ei2lmπ/P C̄lCl+n

)
U2 = 0,

(4.55)

在得到方程(4.55)时我们使用了度规(4.4)的分量形式。方程(4.55)中的因子Tx,y为

Tx = −i
√
Bπ

P
n, Ty = 2i

(Bπ)3/2

k2P 2
m.

在规范场微扰展开的第三阶O(ϵ3)，凝聚分量E(3)
x,y的行为由下列耦合的偏微
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分方程决定

0 =∂x∂uE
(3)
x + ∂y∂uE

(3)
y − iE(1)

x ∂uA
3(2)
x + iA3(2)

x ∂uE
(1)
x −

E(1)
x ∂uA

3(2)
y + iBx∂uE

(3)
y + A3(2)

y ∂uE
(1)
x ,

0 =∂2uE
(3)
x + ∂u ln

(√
−gguugxx

)
∂uE

(3)
x +

gyy

guu
∂y
[
∂yE

(3)
x − ∂xE(3)

y −

E(1)
x A3(2)

x + iBxE(3)
x + iA3(2)

y E(1)
x

]
+
gyy

guu
×[

−E(1)
x ∂yA

3(2)
x + iBE(3)

y + E(1)
x ∂xA

3(2)
y −

(
E(1)

x

)2
Ē(1)

x

]
+
gyy

guu
×[

iBx∂yE
(3)
x + iBx∂yE

(1)
x − iBx∂xE(3)

y − A3(2)
y ∂xE

(1)
x −

iBxA3(2)
x E(1)

x − (Bx)2E(3)
x − 2BxA3(2)

y E(1)
x

]
,

0 =∂2uE
(3)
y + ∂u ln

(√
−gguugyy

)
∂uE

(3)
y +

gxx

guu
∂x
[
∂xE

(3)
y − ∂yE(3)

x −

iBxE(1)
x − iE(1)

x A3(2)
y + A3(2)

x E(1)
x

]
+
gxx

guu
×[

−iBE(3)
x − iE(1)

x ∂xA
3(2)
y + iE(1)

x ∂yA
3(2)
x + i

(
E(1)

x

)2
Ē(1)

x

]
+
gxx

guu
×[

A3(2)
x ∂xE

(1)
x − iA3(2)

x ∂yE
(1)
x +BxA3(2)

x E(1)
x

]
.

(4.56)

这里已假设凝聚分量在微扰展开的第三阶与线性阶对x, y有相同的依赖行为

E(3)
x =

∑
n

Cx,n(u) exp

{
−inky − 1

2
B

(
x− nk

B

)2
}
,

E(3)
y =

∑
n

Cy,n(u) exp

{
−inky − 1

2
B

(
x− nk

B

)2
}
.

(4.57)

将公式(4.57)代入运动方程(4.56)并经过一些代数运算可以将E
(3)
x 与E

(3)
y 的耦合

解开：系数Cy,n(u)满足的二阶线性非齐次常微分方程和一个关于Cx,n(u), Cy,n(u)

的限制方程，其中，Cy,n(u)的二阶微分方程与磁场分量的方程(4.55)具有相似

行为。为简洁性起见，这里不再详述叙述这些方程的表达式，相关内容可参考

文献[128]。

在规范场微扰展开的第二、三阶，可以将上述这些退偶的微分方程统一的

写为下面的形式：

u∂u

(
f(u)

u
∂uS

)
+G(m,n)S +H(m,n, u) = 0, (4.58)
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其中，函数S代表Cy,n(u), Ã
3(2)
x,y。这是一个非齐次的二阶常微分方程，可以用如

下数值方法求解：对于特定的格子形状，指定参数Cn, k的选取，运用试射法对

该方程从u = 1到u = 0做数值积分可求得S，积分常数可以通过适当的边界条
件来确定：

∂uS(u = 1), S(u = 0) = 0, (4.59)

其中，对于黑洞视界u = 1处我们要求规范场的各分量满足正规性条件，对于

硬墙截断处u = 1我们则要求S满足Neumann边界条件；在共形边界处要求规

范场的这些模式是无源的，一方面这保证了外加磁场是恒定的，另一方面这

也使得凝聚是自发生成的，即U(1)3对称性是自发破缺的。运用试射法数值求

解上述方程时，我们通过调整S(u = 1)的值而使所得数值结果S(u)满足边界条
件S(u = 0) = 0，这与上一章中建立全息超导基态时所用的数值方法是相似的。

由于这时需要处理非齐次的常微分方程，它的源项隐含了可与S(u = 1) 相比较

的尺度，因此，S(u = 1)相当于一个可调节参数以使得微分方程的解满足紫外

区的限制。规范场分量的不同傅里叶模式相应于不同整数m,n的选取，对于所

有的这些非齐次方程，我们可以运用上面描述的数值方法在选定整数m,n后求

解它们。幸运的是，数值上我们不需要做很多次这样的计算：当整数m,n逐渐

增大时，这些非齐次微分方程的源项由于指数压低而变得可以忽略。结合前面

提到的无源边界条件可以得出如下结论：当整数m,n足够大时，方程(4.58)只

有平庸的零解。实际上，我们在具体的数值计算时只需将这些傅里叶级数展开

截断到m,n ≈ 3。

4.2.2 数数数值值值结结结果果果与与与讨讨讨论论论

如果忽略径向函数U(u)的影响，凝聚分量在微扰论线性阶的结果(4.49)与

第二类超导体中序参量在较大临界磁场附近的行为完全一致[134]，而且它也

与文献[127]发现的大磁场下超导QCD真空的线性阶结果一致。公式(4.49)中的

参数Cn, k需要通过进一步研究微扰展开的高阶效应来确定，根据这两个参数

的不同取值，凝聚分量E
(1)
x,y相应于x, y平面上不同的非齐性函数。然而，当系

数Cn具有一定的周期性，即凝聚分量在x, y平面上形成一定的栅格结构时是

最值得研究的，它们代表沿z方向上均匀分布的超导涡旋结构，与凝聚态物

理中相关现象直接关联。文献中习惯性地将凝聚分量在线性阶的结果(4.49)称

为Abrikosov解，而且从这个线性阶的解出发构建特定的栅格结构在综述[135]中
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有详细的论述。该文章指出：为了使|E(1)
x,y|是一个栅格解，系数Cn不仅具有相

同的幅度，而且还有一定的周期性，即Cn = Cn+P (P是整数)。

Abrikosov在文献[133]中首先考虑了最简单的情形—正方栅格：Cn = C

且k =
√
2πB，并将这种栅格结构作为第二类超导体在较大临界磁场附近的基

态。后来的研究表明第二类超导体真正的基态是一个三角格子，但是这两种

格子下系统的自由能非常接近。文献 [136]将[133]的研究推广到P = 2且C1 =

±iC0 = ±iC的情形，这样的参数选取对应于一般化的菱形格子，且它的形状
由参数k决定。当k =

√
πB时，该栅格成为正方形格子，与文献[133]中研究的

正方形格子是一致的，只是被转动了π/4角度。当参数k = 31/4
√
πB时，它是一

个三角格子。为了更清晰的显示这种菱形的格子，将P = 2, Cn = iC0 = iC代

入到Abrisokov解(4.49)中可得

E(1)
x = C

∞∑
n=−∞

exp

{
i
n2π

2
− inky − 1

2
B

(
x− nk

B

)2
}
U(u). (4.60)

不难验证
∣∣E(1)

x (x+ (m+ 1/2q)Lx, y + (n+ 1/2q)Lx)
∣∣ = |E(1)

x (x, y)|，m,n, q都

是整数，Lx = 2k/B, Ly = 2π/k分别是格子的元胞在x, y方向上的长度。

图4.2示意性的描绘了这样的一个栅格元胞结构。

æ

æ

æ

æ

ææ

æ

ææ

æ

æ

æ

æLy

Lx

x

y

图 4.2: 菱形的栅格元胞结构示意图。

为了确定超导相基态的栅格形状，我们需要计算特定参数组合下系统的自
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由能。一般来说此自由能是发散的，需要利用全息重整化技术来消除发散；然

而，我们可以计算超导相与正常相间的自由能之差而免于重整化。根据全息对

偶方案，超导相与正常相的能量之差∆F与系统的在壳作用量直接相关，可表

达为如下形式：

∆F =
1

4e2

∫
d5x
√
−g
(
F a
µνF

aµν
∣∣
SC
− F a

µνF
aµν
∣∣
N

)
. (4.61)

由于超导相具有栅格结构，上式中的积分限制在如下元胞区域

0 ≤ x <
kP

B
, 0 ≤ y <

2π

k
, 0 ≤ u ≤ 1, t, z ∈ R. (4.62)

将t, z方向上的积分因子略去，将剩余的积分部分记作∆Ω，它是有限的。从示

意图4.2可知栅格元胞的面积为LxLy = 4π/B，与参数k的选取无关。

定义一般化的系数C(x,y),n(u)为

Ex = A1
x + iA2

x =
∑
n

Cx,n(u) exp

{
−inky − 1

2
B

(
x− nk

B

)2
}
,

Ey = A1
y + iA2

y =
∑
n

Cy,n(u) exp

{
−inky − 1

2
B

(
x− nk

B

)2
}
,

(4.63)

能量差∆Ω的表达式为

4e2∆Ω =

∫
du

{
Ω1(u) +

∞∑
m,n=−∞

[Ω2(m,n, u) + Ω3(m,n, u)+

Ω4(m,n, u)] +
∞∑

m,n,q,r=−∞

Ω5(m,n, , q, r, u)

}
,

(4.64)

其中，Ω1,2,3,4,5的表达式非常复杂，具体形式可参考文献[128]。在数值求解了微

分方程(4.58)后，可以从公式(4.64)得到超导相与正常相的能量差。

我们的数值计算主要集中于P = 2的情形。通过研究系统的能量最小值

可以确定栅格的形状，即参数Cn, k的选取。由于在求解规范场各分量时使用

的微扰展开方法只有在B ∼ Bc才是合理的，因此我们主要研究临界磁场Bc附

近的行为。将系数Cn的幅度记为C，同时选定参数k，将它们代入能量表达

式(4.64)可知∆Ω可形式化的表达为

∆Ω = a1ϵC + a2ϵ
2C2 +O(ϵ3) ≡ a1Cϵ + a2C

2
ϵ +O(C3

ϵ ) (4.65)
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在上式中的第二个等式中我们将微扰展开参数ϵ吸收到C中，我们将Cϵ称为超导

凝聚强度，它是物理的。a1, a2, · · ·可以通过将方程(4.58)的数值解代入能量密

度表达式(4.64)中求得。

在图4.3中，我们分别描绘了超导相与正常相能量差∆Ω随超导凝聚强度的

变化和凝聚强度Cϵ随外加磁场B的变化行为。 从左边的子图中可以看出，当外
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图 4.3: 左图中所示曲线描绘了超导相与正常相能量差∆Ω随超导凝聚强度Cϵ

的变化，当外加磁场强度B增强时，曲线向右移动。右图曲线是超导凝聚强

度Cϵ随外加磁场强度B的变化行为图。两张图中展示的结果均是在AdS5黑洞几

何下得到的，对于硬墙截断的纯AdS5几何，∆Ω和Cϵ有相似的行为。该图是在

正方形格子下的结果。

加磁场强度B在临界值Bc以上时，随着外加磁场强度B的增强，∆Ω的最小值越

来越小，说明磁场强度的增强使系统变得更加稳定，这与上一节的论述是一致

的。从右边的子图可知，在临界磁场Bc附近超导凝聚强度Cϵ具有平均场理论所

预言的平方根行为：

Cϵ = 0.60 (B −Bc)
1/2 , Bc ≈ 5.15 AdS5黑洞,

Cϵ = 0.54 (B −Bc)
1/2 , Bc ≈ 5.78 硬墙截断的AdS5,

(4.66)

图4.4描绘了三角格子和正方形格子下两相能量差∆Ω随外加磁场B 的变化

行为的数值结果。 虽然两相能量差∆Ω在这两种不同格子下非常接近，但是该

数值结果显示与正方格子相比，三角格子的对应的系统基态能量较低。随着参

数Cn的周期性P的增加数值计算的力度变得很强，因此这里仅考虑了P ≤ 2这

两种情形。然而这里的结果与第二类超导体的性质以及文献[127]的结论一致使
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图 4.4: 超导相与正常相能量差∆Ω随外加磁场变化的行为。靠上面的红线对应

正方形格子的∆Ω，下面的蓝线是三角格子的∆Ω。

我们有充分的理由相信P ≥ 3时格子的能量较高，不是系统的基态。因此，这

里我们将具有三角格子形状的超导涡旋组成的栅格结构作为系统的基态。从

图4.4可看出在临界磁场附近，∆Ω ∼ (B − Bc)
2，这与公式(4.65)展示的超导凝

聚的平方根行为结合在一起说明该超导相变是一个二级相变，与上一章中化学

势诱导的超导相变情形类似。

为了更清晰的看出超导相的基态是一个三角格子，图4.5中描绘了能量密

度差∆Ω随栅格尺寸比值R = Lx/Ly变化的行为。 该图显示，系统的能量密度
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图 4.5: 超导相与正常相能量差∆Ω随栅格尺寸比值R = Lx/Ly变化的行为图。

其中，左图所示是在AdS5黑洞几何下的结果，右图是在硬墙截断的AdS5下的

结果。

具有对称性∆Ω(R) = ∆Ω(1/R)，这是由于R和1/R 给出相同的栅格形状，不
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同之处在于x与y方向的翻转。∆Ω(R)在R =
√
3或者1/

√
3处取最小值，这时参

数k = 31/4
√
πB，因此系统的基态对应的栅格结构为三角形。在R = 1处，能量

密度∆Ω有一个局部极大值，相应于正方形的格子。然而，正如图4.4中所展示

的：∆Ω的局部极大值与最小值间差别很小。

在系统的最低能量态下，超导涡旋具有三角格子的形状，利用全息对偶的

方案可以计算超导凝聚的真空期望值。保留到微扰展开的线性阶O(ϵ)可知

⟨J (1)
x ⟩ ∝ ∂2uE

(1)
x

∣∣
u=0
∝ Cϵ

∞∑
n=−∞

exp

{
−in

2π

2
+ inky − 1

2
B

(
x− nk

B

)2
}
. (4.67)

图4.6中描绘了超导凝聚算符的真空期望值的模平方|⟨J (1)
x ⟩|2在xy平面上分布的

等高线图。实际上，在能量最小的基态下，磁化强度与超导凝聚行为类似。

0 2 4 6 8
0

1

2

3

4

5

x Bc

y
B

c

图 4.6: 超导凝聚算符真空期望值的模平方|⟨J (1)
x ⟩|2的空间分布的等高线图，在

每一个超导涡旋结构的中心区(颜色较暗)，凝聚为零。

可见，足够大磁场的B可触发Einstein-Yang-Mills系统的不稳定性，当B >

Bc时系统的基态是由三角格子的超导涡旋组成的栅格结构，该栅格分布于与

外加磁场垂直的xy平面上，且该超导涡旋是由带电矢量算符凝聚而产生的，可

作为p波超导体的序参量。这与第二类超导体在较大临界磁场附近的行为形似。

然而，超导栅格结构将全息超导相变与全息平移对称性破缺联系起来，而且这

些对称性的破缺都是动力学的，与文献中手动引入的栅格有本质不同。该超导

基态的性质很值得进一步研究。



第第第五五五章章章 结结结论论论与与与展展展望望望

在这篇论文中，我简要地介绍了AdS/CFT对应或者更一般形式的规范/引

力对偶的主要思想及其建立过程。同时，我也详细地阐述了如何应用该对偶工

具研究强耦合物理体系中的一些重要现象，特别是与重离子物理、QCD非微扰

能区、凝聚态物理中的高温超导相变以及超导涡旋结构等相关的物理。

第一章简要地总结了规范/引力对偶的基本内容及主要物理思想。该对

偶猜想源于对D-brane不同角度的理解：一方面，它是10维时空中具有动力学

的客观实体；另一方面，它可以作为第二类超引力的源而诱发孤子解，即所

谓的black p-brane解。通过对上述这两种对D-brane的不同描述方式以及各种

描述方案适用性的进一步分析，Maldacena在1997年底做出了该对偶猜测。至

今，仍然没有一个可行的方案来直接证实这一猜想，这主要由于它是一个强弱

对偶。然而，正是这一特点使得它成为一种强有力的数学工具：人们期望规

范/引力对偶这一数学工具对理论物理学中强耦合系统的行为研究有所帮助，

这也是近年来研究的热点之一。

夸克胶子等离子体是一个强耦合的物理系统，对于它的一些性质的理解

直接关系到我们对于QCD非微扰能区的认识。鉴于目前格点方法在研究非微

扰QCD理论的诸多缺陷，我们应用引力对偶模型探测了夸克胶子等离子体的

一些性质。这主要包括味道物质在该强耦合的近乎理想流体中的输运行为、

电磁信号的发射、等离子体的结构函数等。我们的研究进一步表明，利用高

能电磁流对等离子体系统做深度非弹性散射可以探测该强耦合系统的内部

结构，可以用强子物理中的配分子模型来理解，而且它的结构函数近似的符

合Callan-Gross关系式。对于等离子体中自发发射的电磁信号，我们发现引入

外磁场可明显使得该信号具有空间各向异性，与实验观测到的等离子体具有各

向异性行为这一事实相符。

在第三章中我们研究了两类化学势触发的全息超导相变：一维空间的p波

全息超导相变和平面的具有Lifshitz临界指数的全息超导相变。虽然这些研究的

基本框架与文献中的相类似，但是本文中这两个超导模型有其特殊性，这主要

体现在全息方案中对于算符及其源的理解。相应地，我们需要一个全新的计算

各物理量的方案。这些类超导相变的基态是与空间无关的，即齐性超导体。然
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而，第四章的研究内容告诉我们，足够大的磁场可以触发全息引力系统的不稳

定性，而且它的基态是由具有三角格子形状的的超导涡旋组成的栅格结构，而

且该栅格是在垂直于磁场的xy平面上。这与第二类超导体在较大临界磁场附近

的行为形似。

本论文中所陈述的研究内容有其局限性，这主要表现在所选用模型的简单

性使得所描述的物理系统过于理想化，这一点也是应用规范/引力对偶这个数

学工具的一大障碍。作为未来的研究内容我将在如下一些方向上努力：

(1)构建较实际的AdS/QCD模型，这不仅包括能描述已知的QCD低能区

的一些现象，也包括匹配重离子碰撞实验的一些主要结果。一个理想的框架

是(4 + 1)维时空中的Einstein-Dilaton引力，并在该引力框架内引入手征凝聚的

动力学，可用复标量场来全息实现。

(2)在第三章中研究的全息超导体的基础上进一步理解超导相变的本质，特

别是超导凝聚对全息费米面的影响。这可以通过在对偶引力中研究费米型算符

的关联函数来确定，相关研究正在进行。

(3)第四章中大磁场诱导的超导栅格结构是一个动力学生成的既破坏电磁

对称性又破坏平移对称性的系统，而且在微扰展开的第一阶，基态具有解析的

形式。该基态的性质值得进一步研究，特别是探测动力学的超导凝聚与栅格结

构对于费米面的影响是很有趣的，相关研究正在进行之中。我们发现在微扰展

开的零级，费米型算符的能谱给出标准的朗道能级；超导凝聚和动力学栅格效

应的探测需要超越零级微扰展开。

(4)文献中考虑的全息模型多侧重于空间各向同性的情形，当空间转动对

称性破缺后，虽然物理系统变得复杂，却更接近实际的情况。一个有趣的问题

是凝聚态物理中的掺杂会破坏动量空间中圆形的费米面。我将考虑这一问题

的全息实现，其关键在于找到各向异性的全息几何，有关内容的初步研究可参

考[137, 138]。
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